MATRICES

CONCEPTOS BASICOS

Definicion: Matriz

Una matriz es un arreglo rectangular de elementos. Por ejemplo:

2 3
A=

7 1

4 0] es una matriz de 3 x 2 (que se lee “3 por 2”) pues es un arreglo rectangular de

nameros con tres filas y dos columnas. En este caso los elementosson 2,3,4,0, 7, 1.

En términos mds generales,

A1n
e

amn

es una matriz de orden m x n, donde a1, ..., @y representan los elementos de esta matriz

dispuestos en m filas y n columnas (m y n pertenecientes a los enteros positivos)

Notacion:

a) A € Ry, forma abreviada A = ||a;;|

b) a;j: elementos de la matriz, parai € {1,...,m}yj € {1,..,n},a;; € R

c) A;=[%1 ai2 - Qin]denota lai-ésima filadeA.

alj
i a-;

d) AD) = :2] denota la j-ésima columna de A.
amj

Ejemplo:
3 -1 4 T
SeaB=1[2 1 0 V2
0o 1 -11,

a) B € Rzyy
b) b23 =0
b32 =1

o B,=[2 1 0 V2]
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T
d) B® — V2
1

2

Igualdad de matrices

Sean A = ||aij|| yB = ||bl-j|| matrices del mismo orden m x n. decimos que A = B si y solo si
a;j = bjj,paratodoi =1,2,..,myj=12,..,n

Ejemplo:

_[7 9 _[* v
Sean A = [5 _Z]yB = [z W]
Las matrices Ay B tienen orden 2 x 2, y ademads A = B si se cumple:
x=7,y=9z=5w=-2

TIPOS ESPECIALES DE MATRICES

Matriz Cuadrada: es aquella que tiene el mismo numero de filas y columnas. Se dice que
tiene orden n, pues n = m. La diagonal principal estd conformada por los elementos a;;; la
suma de estos elementos se llama Traza de la matriz y se nota tr(A).

Ejemplo:

Sea A = ; 2]

A es una matriz de orden 2 x 2, tiene el mismo numero de filas y de columnas. Los
elementos de la diagonal principal son: a;; =7 y ay, = 2, luego la traza de A es:
tr(A)=7+2=9

Matriz Identidad: es una matriz cuadrada en la cual los elementos situados sobre la diagonal
principal son iguales a uno y el resto de los elementos son iguales a cero. Para cualquier
matriz A, se cumple IA = A = Al

Ejemplo:
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Matriz Nula: es una matriz que tiene cualquier tamano con todos los elementos iguales a
cero. Por lo tanto para cualquier matriz A,
A+0=A4, A—-A=0, v 0A=0=04

0 0 0
0=(0 0 O

0 0 0

Ejemplo:

Vector fila: matriz que tiene una sola fila. Es de orden o dimensiéon 1 x n.
Ejemplo:

F= [fn f12 f1n]

Vector Columna: matriz que tiene una sola columna. Es de orden o dimensién m x 1.
Ejemplo:

Cm1

Matriz Triangular Superior: es una matriz cuadrada en la cual todos los elementos que estdn
por debajo de la diagonal principal son iguales a cero. La matriz A = ||al-j|| es triangular
superiorsia;; = 0 parai > j.

Ejemplo:
31 0
A=|0 4 7 ]
0 0 =5

Matriz Triangular Inferior: es una matriz cuadrada en la cual todos los elementos que estdn
por encima de la diagonal principal son iguales a cero. La matriz A = ||al-j|| es triangular
inferiorsia;; = Oparai <j.

Ejemplo:
4 0 O
A=12 1 0]
8 0 5

Matriz diagonal: una matriz cuadrada es diagonal si los elementos no diagonales son todos

nulos.
Ejemplo:
7 0 O
A=10 -1 0]
0 0 5
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MATRIZ TRANSPUESTA

Sea A = ||aij|| una matriz de orden m x n. La matriz transpuesta de A, denotada por A", se

obtiene al intercambiar las filas por las columnas, donde al-Tj = aj;.

Ejemplo:

2 3
4 0
7 13x2

Al intercambiar las filas por las columnas se obtiene: AT = [g

Sid=

Propiedades de la matriz Transpuesta

Si Ay B son matrices y k un ndmero real, entonces:

a) ANHT=4

b) (kA)T = kAT

) (A+B)T =AT +BT
d) (4B)" = BTAT

MATRIZ SIMETRICA Y ANTISIMETRICA

Sea A una matriz cuadrada:

1) Decimos que A es simétricasi AT = A, entonces a; = aj

2) Decimos que A es antisimétrica si A’ = —A, entonces a; = —a;
Ejemplo:
-1 2 8 -1 2 8
SeaA=|2 -5 9, AT=|2 -5 9
8 9 4 8 9 4

La matriz A es simétrica porque A = AT

0 3 -1 0 -3 1
SeaB=|-3 0 5/[B"=(3 0 -5

1 -5 0 -1 5 0
La matriz B es antisimétrica porque B = —B'
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OPERACIONES CON MATRICES
Suma de matrices

Sean A = ||aij|| yB = ||bij|| matrices del mismo orden m x n. La suma de Ay B, denotada A

+ B es una matriz de orden m x n, cuya componente ij-ésima es a; + bij.

a1 Q12 ., Qn bi1 b1z .. bin
a1 (V%)) a, b b b
A= e £ R
Am1 Gmz " Qmn bml bmz bmn
ay1 + biq a2+ b1y .. aint by

Entonces: 4 + B = | %21 +ba Azt by v G2n Tt byn

Am1 + b1 Amz bz 7 Amn t b

Propiedades de la adicion de matrices

= Asociativa
Dadas las matrices A, By Cdeordenmxn:A + (B + C) = (A + B) + C

=  Conmutativa
Dadas las matricesAyBde ordenmxn:A + B = B + A

= Existencia de matriz cero o matriz nula:
Existe una matriz 0,,,,n, tal que para toda matriz A de orden mxn, se satisface:
A+ 0pxn=0pun +4=A
= Existencia de matriz opuesta o inverso aditivo:

Existe una matriz —A,,,, tal que para toda matriz A de orden mxn, se satisface:
A+ (-A) = Omxn

Producto por escalar

Si A es una matriz de orden m x n y k es un escalar (nUmero real), podemos obtener otra
matriz de orden m x n, multiplicando cada componente de A por el escalar k.
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ka;;  ka;, .. kai
k-A=lk-a;] = kcf“ kcfzz o ka:2n
kani1 kan, & kamn

Propiedades del producto por escalar
Sean Ay B matrices de orden m x n, y ky r nimeros reales:

k(r4) = (kr)A = r(kA)
(k+mA=kA+74A
k(A+B) =kA+ kB

Multiplicacion de matrices

i)

ii)

Producto de vector fila por vector columna
Sea A = ||a;;|| una matriz de orden 1 x my B = ||b;;|| una matriz de orden
mx 1, entonces:

bll m
AB = [all a2 .- alm] b:21 = a1b1 + azbz + -+ ambm = z aibi ER
b

Producto de una matriz por un vector columna
X1
. X
Sea A = ||a;;|| una matriz de orden mx ny X = ["?| un vector columna
xn
de orden n. El producto AX es un vector columna de orden m.

a a a X
11 12 In 1 aj1xq + A12Xy + - +a1 X
a1 Ay Azn | |2, e
AX = . = ar1X1 + Ar2Xy + - +a2nxn
; An1X1 t AppXy + 200+, X
A1 Ay Ay Xn miltl m2/42 mnin
- n -
§ a1j%j
j=1
n
= azjx]'
j=1
n
AmjXj
Lj=1 |
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iii) Producto entre matrices
Sea A = ||a;;|| una matriz de orden m x ny B = ||b;;|| una matriz de orden
nxr. El producto AB es una matriz de orden m x r, cuya ij-ésima componente es
el producto de la matriz fila i de A por el vector columna j de B. Si C denota la
matriz producto AB, entonces el elemento ij-ésimo c¢;; esta dado por:

blj
Cii = ALB(]) = [ail app ... ain] bz} = ailblj + aizsz + -4 ainbnj
b,

n
= Z A by;

k=1

Nota: El producto matricial AB se define si y solo si el nimero de columnas de A es igual al
numero de filas de B.

Propiedades del producto de matrices

1) Sean A una matriz de orden m x n, B una matriz de orden n x r y A un escalar,
entonces:

A(AB) = A(AB) = (A4)B

2) Asociativa: Para cualquier matriz A de orden m x n, B de orden nxr y C de orden r x

s, se tiene:
(AB)C = A(BC)

3) Distributiva respecto a la suma: Sean A, B, C y D matrices tales que A es de orden m
xn,ByCdeordennxryDdeordenrxs, se tiene:
e AB+C)=AB+AC
e (B+C)D=BD+CD

4) Amxn- Onxp = Omxp
5) I,-A,=A,=4,"1,

Nota: El producto de matrices no conmuta:
i) A xn Y Bnxp €ntonces AB existe, pero BA no existe.
ii) A, xn Y B xm, €ntonces AB existe y es de orden m x m; BA existe y es de
orden n x n, por tanto, AB #+ BA.
iii) A, xn Y By xn €ntonces AB existe y es de orden n x n; BA existe y es de
orden n x n, sin embargo, usualmente AB # BA.
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Demostraciones

Propiedad asociativa: Debemos mostrar que la ij-ésima componente de (AB)C es igual a la
ij-ésima componente de A(BC). Luego,

n T n n T
(AB)C = Z aiibji | e = Z Z aijibj | cu = ZZ(aijbjkckl)
=1 k=1 \j=1 =1 k=1
n n T
A(BC) = a;j z bjxck | = z Z(aijbjkckl)
j=1 j=1k=1

Propiedad distributiva: Debemos demostrar que (B + C)D = BD + CD

m
(B + 0D = (|[by]l + lleyll) - lldiell = 1B + el - |l = Z(bu‘ +cy)dji
=1

J

m m m
= Z(bijdjk+cijdjk) = Z(bijdjk)Jf (e
j=1 j=1 j=1
m m
=D Gya)|| + |[>(est)|| = BD + D
j=1 j=1

Las demas demostraciones se dejan como ejercicio.
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