Algebre Linéaire et Géométrique Vectorielle

Chapitre 1 : Matrices

Vérification des apprentissages

Apres ’étude de ce chapitre, je suis en mesure de compléter le résumé suivant avant de résoudre les exercices

récapitulatifs et les problémes synthéses.

Matrices particuliéres
Une matrice A est une matrice

ligne si

colonne si

nulle si

carrée si

rectangulaire

triangulaire supérieure

triangulaire inférieure si

La diagonale principale d’une matrice carrée est

diagonale si

scalaire si

identité si

symétrique si

antisymétrique si

idempotente si

nilpotente si

La diagonale secondaire d’une matrice carrée est

La trace d’une matrice carrée est

Egalité de deux matrices

Deux matrices A mxn et B pxq sont égales si et seulement si

1)

2)

Addition de matrices et multiplication d’une matrice par un scalaire

Soit A mynet B myn deux matrices, ona:

Apxn Bmxn:[aij] mxn + [D ij]mxn:

KA nxn =Kla ij] mxn —

Propriétés de ’addition de matrices et de la multiplication d’une matrice par un scalaire
Pour toutes matrices A, B et C de méme dimension m x n dont les éléments sont des réels, alors pour tous réels

r et s, nous avons les propriétés suivantes :
Propriété 1 Dimension de A+B =

Propriétét2 A+B-=
Propriétée 3 A+ (B +C) =
Propriété 4 A+0O =
Propriété 5 A+ (-A) =

Propriété 6 La dimension de sA =

Propriété7 r(A+B) =
Propriété 8 (r+s)A =
Propriété 9 r(sA) =

Propriété 10 1 A =

Multiplication de matrices
Amxi B px__ = C_xn

Si A est une matrice de dimension m x n, et B, une matrice de dimension p x n, alors
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Algebre Linéaire et Géométrique Vectorielle Chapitre 1 : Matrices

Propriétés de la multiplication de matrices

Si A, B et C sont trois matrices de dimensions compatibles et dont les éléments sont des nombres réels, nous
avons alors les propriétés suivantes :

Propriété 1  (AB)C = Propriétée 3 (A+B)C=
Propriétt2 A(B+C)= Propriété 4 r (AB) =

Transposée d’une matrice

Une matrice B est transposée d’une matrice A, ¢’est-a-dire B= AT, s
Si A et B sont deux matrices de dimensions compatibles, et si K € R, nous avons alors les proprletes
suivantes :

Propriete 1 (AT[ = Propriété 3 (AB)' =
Propriété 2 (A+B) = Propriété 4 (kA)" =
Si AT = Aalors A est une matrice . Si AT = —Aalors A est une matrice

Répondre par VRAI ou FAUX (Si FAUX, donner un contre-exemple)
Si A, ;B =0, alors A LouB =0,

2. Si A, B et C sont trois matrices de dimensions compatibles telles que : AB=AC, alors B=C :

3. Si AetB sontdeux matrices telles que AB et BA soient définies, alors AB = BA

Répondre par VRAI ou FAUX et justifier votre réponse

1. Toutes les colonnes d’une matrice comportent le méme nombre d’éléments.

2. Lamatrice de format 8x4 comporte 12 éléments.

3. Une matrice 50x60 comporte plus de lignes que de colonnes.

4. Une matrice A est symétrique lorsque a; =a;.

5. On peut toujours additionner deux matrices qui comportent le méme nombre de lignes.

6. Une matrice A, , peut étre symétrique.

7. Une matrice A, , esttoujours symétrique.

8. Une matrice A, , esttoujours antisymétrique.

9. La trace d’une matrice antisymétrique vaut 0.

10. La somme de tous les éléments d’une matrice antisymétrique est égale a sa trace.

11. Si A est une matrice symétrique, alors A— A" =0.
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12.
13.
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15.
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26.
217.
28.

29.
30.

3L

32.

33.

34.

35.
36.
37.

38.
39.
40.

41.

Si A est une matrice antisymeétrique, alors A— A" =0.

Si A est une matrice symeétrique, alors A" est une matrice symétrique.

Si A est une matrice carrée, alors A+ A" est une matrice symétrique.

Si A est une matrice carrée, alors A— A" est une matrice antisymétrique.

Si A est une matrice triangulaire supérieure, alors A" est une matrice triangulaire
supérieure.

Si A est une matrice triangulaire inférieure, alors A" est une matrice triangulaire
inférieure,

Toutes les matrices diagonales sont antisymeétriques.

Une matrice peut étre triangulaire supérieure et triangulaire inférieure.
Une matrice peut étre symétrique et antisymétrique.

Si A est une matrice telle que A® soit définie, alors A est une matrice carrée.

Si A, et B, sontdeux matrices diagonales, alors AB = BA.

Si Aest une matrice carrée, alors (A2) =(ATf.

Si A et B sont deux matrices triangulaires inférieures de méme dimension, alors
ATBT est aussi une matrice triangulaire inférieures.

Soit deux matrices A et B. Les produits AB et BA sont définies seulement lorsque A
et B sont deux matrices carrées de méme dimension.

Si A et B sont deux matrices carrées de méme dimension, alors(AB)’ = A’B?.
Si A est matrice carrée, alors Tr(A) =Tr(A").
Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, alors (A+B)A-B)= A* - B,

Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, alors (A+BY = A’ + 2AB + B,

Si A est une matrice carrée, alors les matrices A"A et  AAT sont symétriques.
Si A ou B est une matrice nulle, alors le produit AB est une matrice nulle s’il est défini.
Si le produit AB est une matrice nulle, alors A ou B est nécessairement une matrice nulle.

Si le produit matriciel AB est défini, alors AB = BA.

Si le produit matriciel AB est défini, alors (AB)" = A'B’.
Le produit de deux matrices carrées est toujours défini.

Si A est la transposee de B, B est la transposée de C, alors A = C.
Si les opérations Ab et A+B sont définies, alors les matrices A et B sont carrées de méme ordre.

Si A est une matrice idempotente, alors A” est idempotente.
Si A est une matrice idempotente, alors A" est idempotente.
Si le produit ABC est défini, la matrice A est de format 5x6 et la matrice C de format
4x 2, alors la matrice B est de format 6x4.
Si les différents produits sont définis, alors. (A'B")" = AB.
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Démontrez chacun des eénoncés suivants. Au préalable, distinguez les hypotheses et la
conclusion.

1. Une matrice nulle carrée est une matrice scalaire.

2. Une matrice scalaire dont la trace vaut zéro est une matrice nulle.

3. La diagonale principale d’une matrice antisymétrique ne comporte que des zéros.

4. Deux matrices carrées de méme format sont égales si et seulement si leurs traces sont

égales.

Si AB = A et BA =B, alors AB est une matrice idempotente.

Si ABA=A, alors BA est une matrice idempotente.

7. Si A est une matrice carrée d’ordre n telle que A"A=1_, alors (I —A)" (I + A) est une
matrice antisymétrique.

8. Si A et B sont deux matrices symétriques d’ordre n, alors A+B est symétrique.

9. Si A est une matrice symétrique d’ordre n, alors A? est symétrique.

10. Si A est une matrice symétrique d’ordre n et k un nombre réel, alors kA est
symetrique.

11. Si a est une matrice idempotente d’ordre n, alors la matrice B=1_ — A et idempotente
et AB=BA=0,,.

12. Si A est une matrice idempotente, alors A’ est aussi une matrice idempotente.

13. Si A est une matrice nilpotente, alors A" est aussi une matrice nilpotente.

14. Une matrice carrée d’ordre n est dite involutive si et seulement si A*=1_.

oo

Si A est involutive, alors AT est aussi involutive.
15. Si A est une matrice inversible d’ordre n, n>2, et A est idempotente, alors A=1, .

16. Si A est une matrice inversible d’ordre n, n>2, et A*=A, alors A= A™.
17. Si A est une matrice carrée, alors

a) S =%(A+ A") est une matrice symétrique.

b) N =%(A— A") est une matrice antisymétrique.
c) A =S+N, c’est-a-dire que toute matrice carrée s’écrit comme somme d’une
matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.
18. Si A est une matrice carrée d’ordre n,
a) alors (I —A) (I, +A+A* +---+ AN =1 —A k>2.
b) Sienoutre (I,—A) estinversible et S, =1, +A+A*+---+ A", alors
S, =(1,-A)*(, -A).
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