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1.2

Tema del Estudio

Un alumno no hace matematicas si no plantea y no resuelve problemas. Todo mundo esta de
acuerdo con lo anterior. Las dificultades comienzan cuando se trata de saber cuales problemas él
debe plantearse, quién los plantea y cémo.

Concepciones Clasicas de la Nocion de Problema

Para simplificar estas dificultades, parece que los especialistas en didactica de las matematicas
ensayan, desde hace algun tiempo, proyectar la coleccién de problemas imaginables sobre un sub-
espacio producto de los componentes siguientes:

1.2.1  Las intenciones Metodolégicas del Profesor

Es la componente descrita al principio del "libro del problema" de Glaeser y de sus
colaboradores (problemas de investigacion, de entrenamiento, de introduccion, etc.).

1.2.2 Las intenciones didacticas y los objetivos (por ejemplo los de Bloom): adquisiciones de
conocimientos, mejor comprension, analisis, etc.

1.2.3 El contenido matematico: casi siempre la cuestién consiste en requerir del alumno el
establecer una férmula verdadera dentro de una teoria en curso de estudio. El contenido de un
problema es entonces a priori definible como una pareja (T, f); siendo T una teoria supuesta
explicitada en el curso y f la férmula a encontrar, a establecer o a colocar los problemas unos con
relacion a otros, a condiciéon de tener una axiomatica conveniente de la teoria por ensefiar: las
discusiones sobre la seleccion de la mejor axiomatica sustentan la mayor parte de las
investigaciones sobre los programas desde hace afios. "La mejor axiomatica" seria aquella que
permitiria con el minimo esfuerzo de aprendizaje o ensefianza, engendrar la coleccion de los
teoremas-problemas, de examen o de control, fijados por un consenso social.

Es necesario prever varias teorias particulares que uno relacionara enseguida (tendencia
"clasica"”), o una teoria unitaria general de la cual uno deduce las otras, (¢tendencia
"moderna"?). ¢Hacen falta muchos axiomas débiles y bien ordenados (Dieudonné: Algebra
Lineal y Geometria Elemental)? ¢Pocos axiomas potentes (Choquet: La ensefianza de la
Geometria)?, ¢ Axiomas "evidentes" o axiomas "muy elaborados"?

En la ausencia de una teoria del conocimiento apoyandose sobre una teoria pertinente del
aprendizaje, las discusiones no han dado jamas lugar a estudios experimentales cientificos.

Esta concepcién permite, por otra parte, distinguir dos cosas: La pareja (T , f) que

caracteriza al problema, y la demostracion de T+ f, la cual puede ser el objeto de un
estudio matematico o metamatematico. Y esta distincion va a servir de base a una nueva
descomposicion del contenido matematico, siguiendo dos criterios diferentes, pero vecinos:

e o Eldominio de aplicacion: (la teoria T), opuesto a la "estructura” matematica o légica
que opera sobre T.

e ¢ Elmodelo matematico (en el sentido de los logicistas), opuesto al lenguaje.

Estos pares de caracteres opuestos corresponden a los rasgos distintivos sobre los cuales
los profesores se apoyan espontaneamente: abstracto - concreto, contenido formal, tedrico-
practico, etc., pero su puesta en obra no ha proporcionado jama’s ni tipologias utilizables ni
indices objetivos.

1.2.4 Componentes metamatematicos. De hecho, todas las tentativas de descripciones
racionales y formales de las matematicas son utilizadas para tratar de construir variables
intermedias que, sin ser el contenido mismo, permitiran engendrarlo a menor costo.
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1.2.5

La concepcién de los problemas sobre la forma TH> f conduce frecuentemente a asimilar
las hipétesis a lo que es conocido, las conclusiones a lo que se busca (o a la inversa) y la
resolucién a un camino que coincidiria facilmente con la demostracién buscada.

Ciertas demostraciones pueden ser obtenidas, sin mucha reflexion, por la aplicacién de una
sucesion finita de especificaciones conocidas de antemano: existe entonces un algoritmo,
autémata productor de la demostracion particular buscada.

En este caso, puede hacerse la descripcioén, clasica y maravillosamente simple y gratificante
para el profesor, de la actividad cognitiva del alumno, del aprendizaje y del rol del que
ensefia. El maestro ensefia al alumno, quien lo memoriza, el algoritmo que permite
establecer los teoremas.

La componente heuristica. Pero para otras demostraciones, no existen tales algoritmos.

Para no renunciar al modelo de adquisicion precedente, uno va a imaginar que la demostracion
puede ser conducida por "intuiciones" que jugaran un poco el papel de los algoritmos. Estas
intuiciones podran ser racionalizadas localmente, una vez que la puesta en obra de una teoria ya
constituida proporcione la demostracién buscada o una parte de ésta (uno aplicara un teorema) - la
seleccion de las teorias o de las estructuras estando igualmente guiada por heuristicas, que uno
puede, después, invocar para justificar el procedimiento seguido. A pesar de su caracter un poco ad
hoc, estos conceptos no son faltos de interés, como lo muestran en este encuentro (ref. a la
CIEAEM, 1976) las exposiciones de G. Glaeser, de G. Paquette, M. Ciosek, F. Wilson, de C.
Janvier, etc..

1.3 Critica de estas Concepciones

Yo contesto la validez de tal descomposicion clasificatoria, a pesar de las facilidades que procura,
porque conduce a aceptar pre-supuestos lamentables, separando los elementos que funcionan

juntos.
1.3.1

1.3.2

1.3.3

El Sujeto

El sujeto - el alumno- esta ausente de este analisis, donde no aparece mas que como un
receptor, un registrador extremadamente simplificado que el saber adquirido no modifica
sensiblemente, ni, sobre todo, estructuralmente.

La Significacion y el Sentido

De la misma forma, y por via de consecuencia, la significacion de la matematica
desaparece: todo lo que hace, no solamente la verdad, sino el interés de un teorema y con
eso, lo que F. Ganseth llamaba el caracter idéneo (idoneidad) de un conocimiento
matematico, lo que hace que este conocimiento exista como solucion optima dentro del
campo definido por un cierto nimero de restricciones (relativas al sujeto conociente o al
conocimiento mismo), lo que hace de él un objeto en el sentido de R. Thom, una solucién a
un problemay en fin, lo que dice el interés del problema mismo.

El sentido de un conocimiento matematico se define - no solamente por la coleccion de
situaciones donde este conocimiento es realizado en tanto que teoria matematica
(semantica en el sentido de Carnap) - no solamente por la coleccién de situaciones donde el
sujeto la ha encontrado como medio de solucidn, sino también por el conjunto de
concepciones, de elecciones anteriores que rechaza, de los errores que evita (yo agregaria:
las economias que procura, las formulaciones que retoma y muchas otras cosas que forman
también parte de su sentido.)

El Aprendizaje

La construccidon axiomatica sugiere también un aprendizaje férico donde el volumen de
conocimientos - inmediatamente adquiridos, estructurados, utilizables y transferibles - se
infla en un espacio virgen. Pero ...

. Una nocién aprendida no es utilizable mas que en la medida en que ella esta
relacionada a otras, estas relaciones constituyen su significacion, su etiqueta, su método de
activacion.

o Pero ella no es aprehendida méas que en la medida en la que ella es utilizable y
utilizada efectivamente, es decir solamente si ella es una solucidon del problema. Estos
problemas, conjunto de restricciones a las cuales responde, constituyen la significacion de
la nocion. Ella no es aprendida mas que si ella "tiene éxito" y hace falta, por tanto, un
territorio de puesta en préactica. Este territorio no es mas que raramente general y definitivo.

e Del hecho de este empleo localizado, la nocién recibe particularizaciones, limitaciones,
deformaciones del lenguaje y de sentido: - si esta concepcién particular de la nocién es
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inmediatamente eliminada por otra mas econdmica, 0 mas general, 0 menos falsa, ella no
es aprendida y no puede servir para crear el sentido de las adquisiciones posteriores.

. Si tiene éxito suficientemente bien y por un tiempo suficiente, toma un valor, una
consistencia, una significacion, un desarrollo que hacen cada vez mas dificil su
modificacidn, su reconsideracién, su generalizacién o su rechazo: se convierte a la vez, para
las adquisiciones posteriores, un obstaculo pero también un punto de apoyo. Esto muestra:

e  Por qué el aprendizaje no puede hacerse segln el esquema clasico de la adquisicion
progresiva y continua (tal que para toda adquisicién existe una sucesion finita de
adquisiciones que aportan, cada una, una cantidad de informacién tan pequefia como se
quiera y como le sea equivalente).

e  Por qué la confusiéon entre algoritmo y establecimiento de una férmula y algoritmo de
adquisicién de un saber esta desprovista de fundamento.

Algoritmo y Razonamiento
He estudiado sobre varios ejemplos todas las consecuencias nefastas de esta confusion
sobre el aprendizaje de las operaciones en N

Ensefiando por los mismos procedimientos, a la misma edad, tanto una teoria sofisticada, la
de probabilidades y de estadisticas, como esos pretendidos "mecanismos" de operacion,
creo haber mostrado que esta separacion entre mecanismo y razonamiento no era ni
necesaria ni, aan, util; el aprendizaje se hace por la puesta a prueba de concepciones
sucesivas, provisoria y relativamente buenas, que sera necesario rechazar sucesivamente o
retomar en una verdadera epistemologia, nueva cada vez.

Si las condiciones lo exigen, el alumno puede él mismo resumir en "automatismo"
actividades complejas, retirando sentido y posibiliddes de eleccién a su actividad. Pero para
que estos automatismos puedan ser "utilizados" es necesario que sean establecidos por el
sujeto mismo.

Obstaculos

Los trabajos conformes a las concepciones de Bachelard y Piagen muestran también que el
error y el fracaso no tiene el rol simplificado que en ocasiones uno quiere hacerles jugar. El
error no es solamente el efecto de la ignorancia, de la incertitud, del azar que uno cree en
las teorias empiristas o conductistas del aprendizaje, sino el efecto de un conocimiento
anterior, que tenia su interés, su éxito, pero que, ahora, se revela falso, o simplemente
inadaptado. Los errores de este tipo no son erraticos e imprevisibles, estan constituidos de
obstaculos. Tanto en el funcionamiento del maestro como en el del alumno, el error es
constitutivo del sentido del conocimiento adquirido.

1.4 Importancia de la nocion de obstaculos en la ensefianza por los problemas

14.1

1.4.2

Intersecciones

Admitiremos por tanto que la constitucion del sentido, tal como lo entendemos, implica una
interaccion constante del alumno con situaciones problematicas, interacciéon dialéctica
(porque el sujeto anticipa, finaliza sus acciones) donde él compromete conocimientos
anteriores, los somete a revision, los modifica, los completa o los rechaza para formar
concepciones nuevas. El objeto principal de la didactica es justamente estudiar las
condiciones que deben cumplir las situaciones o los problemas propuestos al alumno para
favorecer la aparicion, el funcionamiento y el rechazo de esas concepciones.

Puede deducirse de ese régimen discontinuo de adquisiciones que los caracteres
informacionales de esas situaciones deben también variar por saltos.

Condiciones

En esas condiciones el interés de un problema va a depender esencialmente de lo que el
alumno comprometera ahi, de lo que ahi metera a prueba, de lo que invertira, de la
importancia para él de los rechazos que sera conducido a hacer, y de las consecuencias
previsibles de esos rechazos, de la frecuencia con la cual arriesgaria cometer esos errores
rechazados y de su importancia.

Asi los problemas mas interesantes seran aquellos que permitiran franquear un verdadero
obstaculo. Es por qué, a propdsito de problemas, he querido examinar la cuestion de los
obstéaculos en didactica.

La Nocién de Obstaculo



2.1 Obstaculos Epistemolégicos

El mecanismo de la adquisicion de conocimientos tal como lo hemos descrito antes puede aplicarse
tanto a la epistemologia o a la historia de las ciencias, como al aprendizaje y a la ensefianza. En un
caso como en el otro, la nocién de obstaculo aparece como fundamental para plantear el problema
del conocimiento cientifico. Hay que referirse a Bachelard quien, el primero, ha adelantado esta
idea.

"No se trata de considerar los obstaculos externos como la complejidad, la fugacidad de los
fenémenos, ni de incriminar la debilidad de los sentidos y del espiritu humano; es en el acto
mismo de conocer intimamente que aparecen por una suerte de necesidad funcional
lentitudes y problemas... Uno conoce contra un conocimiento anterior."

211 Bachelard estudia esos obstaculos en las ciencias fisicas: la experiencia primera, el
conocimiento general, el obstaculo verbal, la utilizacién abusiva de las imagenes familiares, el
conocimiento unitario y pragmatico, el obstaculo substancialista, realista, animista, aquel del
conocimiento cuantitativo.

Son grandes obstaculos que han resistido largo tiempo. Es probable que tengan su
equivalente en el pensamiento del nifio. El mediio ambiente material y cultural actual ha, sin
duda, modificado poco las condiciones dentro de las cuales los nifios encuentran esos
obstaculos, y los estudios de ese sujeto estan en curso.

2.1.2 En matematicas, un trabajo muy importante de epistemologia ha sido emprendido en
direcciones vecinas de las de Bachelard, en el ambito deAlthusser, por gente como P. Raymond,
Baiou, Ovaert, Hanzel,... .

No proporciona, de momento, una lista de obstaculos tan simple como la de Bachelard;
pero, grandes rasgos se desprenden asi como clases de obstaculos, porque la nocién de
obstaculo misma estd en vias de constituirse y de diversificarse; no es facil decir
generalidades pertinentes sobre el tema, vale mas hacer estudios caso por caso. Puede
decirse que al lado del trabajo de registro y descripcion de los grandes obstéculos a la
constitucion de conceptos, se desarrollan estudios que tratan sobre las caracteristicas de
funcionamiento de los conocimientos, a la vez como apoyo y como obstaculo (alternativa y
dialécticamente). Ademas, la nocion de obstaculo tiene tendencia a extenderse fuera del
campo estricto de la epistemologia: en didactica, en psicologia, en psico-sociologia, etc.

2.2 Manifestacion de los obstaculos en didactica de las matematicas
2.2.1 Errores

Un obstaculo se manifiesta, por tanto, por sus errores, pero esos errores no son debidos al
azar. Fugaces, erraticos, son reproducibles, persistentes. Ademas esos errores, en un
mismo sujeto, estan ligados entre ellos por una fuente comuin, una manera de conocer, una
concepcion caracteristica, coherente sino correcta, antigua y que ha tenido éxito en todo un
dominio de acciones.

Esos errores no son forzosamente explicitables.

Sucede que no desaparecen radicalmetne, de un solo golpe, que resisten, que persisten,
luego resurgen, se manifiestan mucho tiempo después que el sujeto haya rechazado de su
sistema cognoscitivo consciente el modelo defectuoso.

Ejemplo: Un estudiante utiliza el "teorema” siguiente:
"Si el término general de una serie tiende a cero, la serie converge"

¢ Esta distraido? ¢ Recita mal - invirtiendo hipétesis y conclusion- un teorema del curso? ¢ Ha
comprendido mal la nocién de limite? ¢o la de serie? ¢Es un error sobre las condiciones
necesarias y suficientes?

Aproximando este error a algunos otros, se comprende que de manera inconsciente este
estudiante haya hecho un cierto razonamiento, falseado por una representacion incorrecta
de las reales que remonta a la ensefianza primaria y secundaria.

El razonamiento es mas o menos éste: "Si Xi tiende a cero, existe un rango Na partir del

cual los %i son despreciables; a partir de ese N uno no suma practicamente nada, luego la
serie converge".

Puede ser que este estudiante no escribiria este razonamiento sin percatarse de que es
falso, pero le parece evidente, porque reposa sobre una practica constante en la ensefianza
primaria y secundaria: el teorema siguiente:
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2.2.3

.VxeR(0enQ),Ve>03d e D| [x—d|<e¢.
es interpretado implicitamente y en ocasiones explicitamente por:

"En  todo  calculo  préactico dneNtalquevxeR,3d e D tal  que
[ x—d|<10™" = (x—-d)

conjunto de los decimales).

es "practicamente despreciable”, es decir nulo]". (D es el

Esta idea se apoya sobre una "mala" definiciébn de los decimales vehiculada desde la
ensefianza elemental y sobre la cual regresaremos mas adelante.

Frangqueamiento

El obstaculo estd constituido como un conocimiento de objetos, relaciones, métodos de
aprehension, previsiones con evidencias, consecuencias olvidadas, ramificaciones
imprevistas,... Va resistir el rechazo, tentara, como se debe, de adaptarse localmente, de
modificarse al menor precio, de optimizarse sobre un campo reducido siguiendo un proceso
de acomodamiento bien conocido.

Es por eso que hace falta un flujo suficiente de situaciones nuevas, no asimilables por él,
que van a desestabilizarlo, a rendirlo ineficaz, indtil, que van a hacer necesaria la
reconsideracion o el rechazo, el olvido, la "scottomisation" hasta en sus Ultimas
manifestaciones.

También franquear un obstaculo exige un trabajo de igual naturaleza que el establecimiento
de un conocimiento, es decir, interacciones rechazadas, dialécticas del alumno con el objeto
de su conocimiento.

Esta observacion es fundamental para distinguir lo que es un verdadero problema; es una
situacion que permite esta dialéctica y que la motiva.

Caracteristicas informacionales de un obstaculo

Un conocimiento, como un obstaculo, es siempre el fruto de una interaccién del alumno con
su medio y mas precisamente con una situaciéon que hace el conocimiento "interesante",
quiero decir "O0ptima" en un cierto dominio definido por caracteristicas numeéricas
"informacionales " de este conocimiento.

El conocimiento, el hombre y el medio siendo lo que son, es inevitable que esta interaccion
desemboque a concepciones "erroneas". De todos modos estas concepciones son
comandadas por las condiciones de la interaccién que uno puede mas o menos modificar.
Es el objeto de la didactica.

Esta declaracion tiene importantes consecuencias, en principio para la ensefianza: asi, si
uno quiere desestabilizar una nocién bastante enraizada, sera ventajoso que el alumno
pueda invertir suficientemente sus concepciones dentro de situaciones

e e Bastante numerosas e importantes para él

e o Y, sobre todo, son condiciones informacionales suficientemente diferenciadas para
gue un salto cualitativo sea necesario.

Ejemplo: un nifio de seis afios sabe distinguir los nimeros hasta 4 6 5 con la ayuda de
procedimientos basados sobre la percepcion. Estos procedimientos se vuelven rapidamente
"muy costosos" y poco fiables desde que el nimero de objetos pasa a 6 6 7. Fracasan mas
alld. Si uno trata de ensefiar en orden los nimeros 6, luego 7, enseguida 8, uno se
encuentra con dificultades numerosas y crecientes y un periodo de desarrollo aparece.

Al contrario, si uno propone el comparar colecciones del orden de 10 a 15 objetos, el
modelo perceptivo es tan evidentemente desventajoso que el nifio renuncia de inmediato y
establece nuevas estrategias (correspondencia término a término). Lo que uno quiere llamar
intuicibn no es, a menudo, mas que la aprehensién inconsciente de los limites
informacionales de los modos de conocimiento.

2.3 Origen de los diversos obstaculos didacticos

2.3.1

Origen de un obstaculo

Vamos ahora a considerar los obstaculos que se presentan en el sistema didactico. Esos
obstaculos a la apropiacion por el alumno de ciertas nociones pueden ser debidos a varias
causas. Es dificil incriminar solamente a uno de los sistemas de interaccién. Es otra
consecuencia de la concepcidn del aprendizaje evocada anteriormente.
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La nocion de obstaculo epistemoldgico tiende a substituirse por la de error de ensefianza,
de insuficiencia del sujeto o de dificultad intrinseca de los conocimientos.

En todo caso, se pueden distinguir los origenes de los obstaculos didacticos: éste sera el
sistema tal que, modificandolo, se podria evitar el obstaculo, mientras que ninguna
modificacion de los otros sistemas permitiria de evitarlo.

Uno encontrard asi obstaculos didacticos
e o De origen ontogenético

e o De origen didactico

e o De origen epistemologico

Para el ejemplo anterior (relativo a la adquisicion de la nociéon de nimero) hablaremos mas
bien de limitacién neurofisiolégica que de obstaculo.

Origen ontogenético

Los obstaculos de origen ontogenético son los que sobrevienen del hecho de las
limitaciones (neurofisiolégicas entre otras) del sujeto a un momento de su desarrollo: él
desarrolla conocimientos apropiados a sus medios y a sus objetivos.

La epistemologia genética pone en evidencia etapas, acomodamientos y asimilaciones, que,
a la vez, se asemejan a las etapas del desarrollo de los conceptos por las leyes de
regulacion que los hacen aparecer, y difieren de ellas por la naturaleza exacta de las
limitaciones que determinan esas regulaciones.

Obstaculos de origen didactico

Los obstaculos de origen didactico son los que parecen no depender mas que de una
eleccién o de un proyecto de sistema educativo. Por ejemplo, la presentacion actual de los
decimales en el nivel elemental es el resultado de una larga evolucién en el marco de una
seleccion didactica hecha por los enciclopedistas y luego por convencion (conforme a una
concepcidn que remonta a S. Stevin mismo): teniendo en cuenta su utilidad, los decimales
iban a ser ensefiados a todo mundo lo antes posible, asociados a un sistema de medida, y
refiriéndose a las técnicas de operacion en los enterios. Asi, hoy, los decimales son, para
los alumnos "enteros naturales con un cambio de unidad”, por lo tanto "naturales" (con un
punto) y medidas. Y esta concepcion, apoyada por una mecanizacion del alumno, va a
hacer obstaculo hasta el D.E.U.G. (Diploma de Estudios Universitarios Generales).

Es caracteristico que el principal factor de discriminacién de los alumnos en un cuestionario
reciente (IREM de Rouen) sea el célculo haciendo intervenir, a la vez, decimales y
productos de una potencia por diez. Asi, es la "comprension" misma de la definicién de los
decimales lo que explica los comportamientos de los alumnos. Pero actualmente, un
obstaculo tal se ha convertido, a la vez didactico y sociocultural.

Obstaculos didacticos de origen epistemolégico

Los obstaculos de origen propiamente epistemoldgico son aquellos a los cuales uno no
puede, ni debe escapar, del hecho mismo de su rol constitutivo en el conocimiento a que se
apunta. Uno puede encontrarlos en la historia de los conceptos mismos. Eso no quiere decir
que se deba amplificar su efecto ni que deban reproducirse en el medio escolar las
condiciones histdricas en las que han sido vencidos.

2.4 Consecuencias para la organizacién de situaciones problematicas

La concepcién del aprendizaje, que se apoya sobre el estudio del desarrollo de los conocimientos
en términos de obstaculos, difiere sensiblemente de la concepcidn clasica, sobre todo en lo que
concierne al rol y a la organizacion de las situaciones de problemas. Y esto, tanto mas que el
problema va a jugar, en el proceso, un rol fundamental.

24.1

Motivaciones-condiciones

Plantear un problema consiste en encontrar una situacién con la cual el alumno va a
emprender una sucesion de intercambios relativos a una misma cuestion que forma un
"obstaculo” para él, y sobre el cual va a apoyarse para apropiarse, o0 construir, un
conocimiento nuevo.

Las condiciones en las cuales se desarrolla esta sucesion de intercambios son inicialmente
escogidas por el que ensefia pero el proceso debe, muy rapido, pasar, en parte, bajo el
control del sujeto que va a "cuestionar" a su vez la situacién. La motivacién nace de esta
inversion y se conserva con ella. En lugar de ser un simple motor exterior, de frustraciones
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equilibrandose, ella es constitutiva a la vez del sujeto (de su palabra) y de su conocimiento.
Asi, la resolucion de un problema tomara para el alumno la apariencia de una especia de
proceso experimental, la ocasion dada a la "naturaleza" (aqui, a los conceptos matematicos)
de manifestarse dentro de sus actividades.

Caracter dialéctico del proceso de franqueamiento de un obstaculo

El proceso de franqueamiento de un obstaculo comporta necesariamente una sucesion de
interacciones entre el alumno y el medio; esta sucesion de interacciones no toma sentido
mas que en la medida en que se reportan a un mismo proyecto (en el alumno) a propésito
de un concepto en cuya génesis ellas constituyen una etapa y en el cual funden la
significacion.

Esas interacciones meten en juego sistemas de representacion y pueden a menudo ser
interpretados como intercambios de mensajes. Ademas, el maestro y el alumno son
capaces de anticipacion y finalizan sus acciones. Estas toman, en consecuencia, un
caracter dialégico; ademas las informaciones intercambiadas son recibidas como hechos
gue confirman o niegan las hip6tesis o adin como aserciones.

Si se admite que un conocimiento se establece oponiéndose a otro, sobre el cual se apoya y
al cual reemplaza, se comprendera que podamos decir que los procesos de franqueamiento
tiene un caracter dialéctico: dialécticas del a priori y del a posteriori, del conocimiento y de la
accion, del yo y de los otros ...

Organizar el franqueamiento de un obstaculo consistira en proponer una situacion
susceptible de evolucionar y de hacer evolucionar al alumno segin una dialéctica
conveniente. Se tratara, no de comunicar las informaciones que se quieren ensefiar, sino de
encontrar una situacion en la cual ellas son las Unicas satisfactorias u éptimas - entre
aquellas a las cuales ellas se oponen- para obtener un resultado en el cual el alumno se ha
involucrado.

Esto no es suficiente, serd necesario que esta situacion permita de entrada la construccién
de una primera solucidn o de una tentativa donde el alumno invertira su conocimiento del
momento. Si esta tentativa fracasa o va modificada por este fracaso de forma inteligible pero
intrinseca, es decir que no dependa de manera arbitraria de las finalidades del maestro.

La situacion debe permitir la repeticion o voluntad de la puesta a prueba de todos los
recursos del alumno. Ella deba automotivarse por un juego sutil de sanciones intrinsecas (y
no por sanciones extrinsecas ligadas por el maestro a los progresos del alumno). Ella no
puede, por tanto, ser programada, es solamente su eleccion la que puede serlo.

Se trata, para el dialéctico, de identificar al mismo tiempo que una etapa de un concepto,
una situacion que pone al alumno una pregunta (del alumno) a la cual esta etapa sea una
respuesta "construible” en el sistema del alumno.

Hemos sido conducidos a distinguir en el funcionamiento del alumno tres tipos de preguntas
gue comandan tres tipos de situaciones didacticas.

Diferentes tipos de problemas: validaciones, formulaciones, acciones

a) a) Las cuestiones de validaciéon: el alumno debe establecer la validez de una
afirmacién: debe dirigirse como un sujeto a otro sujeto susceptible de aceptar o de
rehusar sus afirmaciones, de pedirle administrar pruebas de lo que anticipa, de oponerle
otras afirmaciones.

Esos intercambios contribuyen a hacer explicitar las teorias matematicas pero también a
establecer las matematicas en tanto que medio de Se trata menos de aprender las
pruebas aceptadas que de poner a prueba aquellas que uno concibe. Un proceso de
prueba se construye en una dialéctica de la validacion que conduce al alumno,
sucesivamente, a usar espontaneamente figuras de retérica y enseguida a renunciar a
ellas. Las relaciones que el alumno debe poder establecer para ello son especificas de
esta dialéctica (ver Brousseau 70).

Un problema de validacion es mucho mas un problema de comparacion, de evaluacion,
de rechazo de pruebas, que de busqueda de la demostracion.

b) b) Las cuestiones de formulacién: para sus procesos de validacién, el pensamiento
debe apoyarse sobre formulaciones previas. Los lenguajes se elaboran también dentro
de dialéctica menos especificas que las de la validacion. La comunicacion (y sus
restricciones) juega ahi un gran papel independiente, en parte, de los problemas de



validez. Es dentro de ese marco que se manifiestan mejor las restricciones de economia
gue comandan las selecciones matematicas juiciosas.

c) c) Las cuestiones de accidn o de decisibn matematica son aquellas donde el Unico
criterio es la adecuacion de la decision - el sistema de elaboracion de esta decision
puede quedar totalmente implicito, asi como su justificacién. No hay, a ese respecto,
restriccion alguna: ni de formulacion ni de validacion. Es la dialéctica mas general, las
otras son s6lo casos particulares.

Ella desemboca en la construccion, en el sujeto, de regularidades, de esquemas, de
modelos de accién, lo mas frecuentemente inconscientes o implicitos.

2.4.4  Dialécticay obstaculos
Bien entendido, ninguna de esas dialécticas es independiente de las otras, al contrario.

La formulacion se facilita, a menudo, si existe un modelo implicito de accién: el sujeto debe
formular mejor un problema que ha sabido resolver.

La accion se facilita mediante una formulacion conveniente (como lo ha mostrado Vigotski).
El lenguaje "recorta” la situaciéon en objetos y relaciones pertinentes. La accion proporciona
un tipo de validacion implicita fundamental y la formulacién, otro.

Pero inversamente, cada dominio puede obstaculizar un progreso dentro de los otros.
Ciertas cosas se hacen mejor de lo que ellas dicen. Los modelos implicitos toman mejor,
juntos, un gran nimero de datos y son mas déciles, mas faciles de re-estructurar. Las
condiciones demasiado favorables a la accion vuelven indtil la explicacion: por ejemplo, en
tanto que se utilizaron los sistemas sexagesimales babildnicos para los calculos
astronémicos, el punto no se impuso, ni el nombre de la unidad de referencia, pues un error
de 1 a 60 era impensable para quien sabia de lo que hablaba.

Igualmente, un lenguaje demasiado facil de manejar puede bloquear por mucho tiempo una
reformulacién necesaria... (Es el obstaculo verbal de Bachelard).

El franqueamiento de un obstaculo implica, muy a menudo, a la vez una re-estructuracién
de los modelos de accién, del lenguaje y del sistema de pruebas. Pero el dialéctico puede
precipitar las rupturas, favoreciendo la multiplicacion y la alternancia de dialécticas
particulares.

Nos hemos entretenido demasiado sobre las generalidades. No es posible comprender las
relaciones reciprocas de los obstaculos y de los problemas sin un estudio especifico.

3 Problemas en la Construccion del Concepto de Decimal
3.1 Historia de los decimales

3.1.1 No es posible, en el cuadro de este articulo, presentar una epistemologia de los decimales.
Tel epistemologia queda por hacerse.

Es dificil a causa del "reguero” sobre quince o veinte siglos de hechos a tomar en cuenta.
En cada "etapa" uno cree que no hay mas que un paso a franquear, pero no es asi, y es
raramente por falta de haber tratado. Hay que comprender lo que ese paso tenia de
inconcebible; y a menudo, también lo que él hacia perder con respecto al estado
precedente.

3.1.2 Los chinos tenian un sistema de medida decimal en el siglo Xll a.C.; los Babilonios la
numeraciéon de posicién; los Pitagdricos concebian el conjunto de las fracciones y Arquimedes ha
contribuido a concebir las fracciones como razones; sin embargo serd necesario esperar a los
Arabes (Abu'l-Wafa, segunda mitad del siglo X) para ver la nocién de razén aplicarse a las
fracciones y esa razén tendera a identificarse a los nimeros. Pero hay que esperar a Al Kashi
(1427) e independientemente a S. Stevin (1585) para que los decimales aparezcan.

3.1.3 Este dltimo utilizaba la misma notacién para el estudio de los nimeros geométricos - de
hecho, los polinomios con coeficientes enteros - y no es por azar. Se habian utilizado los decimales
antes de él (Bonfils de Tarascén(1350); Regiomantanus (1563);...). Pero él es el primero en
proponer sustituir las fracciones decimales a las fracciones racionales y de denotarlas de manera de
permitir llevar los calculos a las reglas conocidas en los naturales, "cosa tan simple que no merece
el nombre de invencién", dice modestamente este nativo de Brujas, ella "ensefia facilmente a
expedir por nimeros enteros, sin "rompuz", todas las cuentas que se encuentran en los negocios de
los hombres". Pero ve todo el interés y pide que "se ordene ademas la susodicha décima particion a
fin de que cualquiera que quisiera la pudiese usar".

3.2 Historia de la ensefianza de los decimales



3.2.1 La "vulgarizacién" de los decimales se convierte entonces en un problema de didactica, y
seran necesarios dos siglos para franquear el primer paso: Goban en 1711 no da cuenta en una
obra destinada a los mercaderes; D'Alembert en 1779, presenta en la Enciclopedia (en el articulo
Decimal) la cuestion en su forma matematica. En la edicion de 1784 el abad Bossut presenta los
decimales a manera de un naturalista: son enteros con un punto para presentar las medidas. El
aspecto fraccién decimal es relegado a un "apéndice". Una fractura se anuncia entre las fracciones
decimales y los "decimales populares". A los algoritmos tan maravillosamente simples, que van a
permitir vulgarizar totalmente la contabilidad comercial. La cuestion no esta regulada por la decision
de la convencion; lo que esta en juego es demasiado grande a lo largo de todo el siglo XIX, el
aspecto politico del problema didactico se impone: Hay que luchar. Asi, Carlos X reintroduce nuevas
medidas de longitud de 6 nuevos pies y no conserva del sistema métrico mas que sus normas
arbitrarias.

3.2.2 Los esfuerzos de vulgarizacién fueron facilitados por la eleccién del sistema métrico. La
generosidad de las intenciones revolucionarias ha conducido a ensefiar los "mecanismos"
independientemente de las justificaciones matematicas (habia que lograr en tres afios, dar todo lo
gue era esencial para el ciudadano). Esas conquistas del sigo XIX van a crear obstaculos en el siglo
XX, en el cual ya no se trata de comunicar la instruccion, sino de educar, de hacer comprender.

Los métodos activos, aplicados al sistema métrico van a ser, progresivamente, en tanto que
razén, que fraccién, quedaba algo a propésito de los cambios de unidad, pero la eficacia
para unos la no directividad de otros, contribuyen a hacer desaparecer los Ultimos discursos
justificadores.

3.2.3  Hoy, en Francia al menos, la ruptura esta consumada oficialmente. Los programas de 1970
han introducido una construccién (no acabada) de los racionales que consiste en construir esas
excelentes aplicaciones a partir de los malos operadores que son los naturales.

Esta construccion no sirve para nada, ni a la introducciéon ni a la comprension ni al estudio
de los decimales: dos continente se han separado. Y los son sobre todo en las
concepciones mismas de los maestros y de los padres.

3.3 Obstaculos didacticos a la construccién de los decimales

Asi una renovacion de la ensefianza de los decimales se librara hoy con numerosas dificultades
técnicas y socio-econdmicas: ¢,Cual sera el precio?.

No hemos querido estudiar mas que las cuestiones de epistemologia experimental en condiciones
escolares normales para el nifio. También, las soluciones que estudiamos no son aplicables, en el
actual estado de las cosas, por el conjunto de los maestros. No podemos dar aqui en detalle el
andlisis de todos los obstaculos, sugiero al lector un texto en preparacion actualmente. Por lo tanto
me contentaré con evocar los mas importantes.

3.3.1 El hecho de ligar los decimales con las medidas conduce a hacer que el alumno los
considere como una tercia (n, p, u): Por una parte un entero n y por otra parte una division por 10°,
es decir un cambio de unidad, y una unidad u: 3.25 metros, 325 centimetros expresados en metros.

La practica de los "cambios de unidad" hacen que p y u mantengan relaciones privilegiadas
(es suficiente proponer ejercicios, donde, a la vez, se cambie de unidad y se multiplica por
una potencia de 10 para percibirlo).

El decimal funciona como un entero y ya no es desprendible de una unidad: el objeto no es
el decimal sino la magnitud fisica. El alumno no puede entonces interpretar el producto de
dos decimales mas que en el caso, por ejemplo, del producto de dos longitudes, lo que lleva
a los obstaculos bien conocidos de los nimeros concretos: tendra problemas para concebir

a” +a vy arrastrara implicitamente las ecuaciones a las dimensiones.

Los decimales seran limitados implicitamente al rango de las unidades mas pequefas
practicadas regularmente (o aln, tendran dos cifras después del punto, como los francos).

El nifio razona como si existieran atomos simplemente mas pequefios que la incertidumbre
tolerable sobre las medidas y como si todos los nimeros fueran nimeros enteros.

3.3.2 El 3.25 es 325 con la centena como unidad, dicen los comentarios oficiales; todas las
relaciones topoldgicas van a ser perturbadas y por mucho tiempo: el nifio no encontrara un decimal
entre 3.25 y 3.26; pero en cambio, encontrara un predecesor en D para 3.15: este sera el 3.14,
etc.,... Aln si él corrige su respuesta sobre tal o tal punto, los razonamientos intuitivos van a ser
guiados por ese modelo erréneo (encontraremos errores sobre este punto, como lo hemos sefialado
antes, hasta la universidad).



3.4

Esta asimilacion a los naturales serd evidentemente reforzada por el estudio de las
operaciones bajo la forma de mecanismos es decir de acciones que se efectian de
memoria, sin comprender, como en los naturales, con solamente un pequefio complemento
para el punto.

De cabeza, el célculo seguira otra pendiente. Se calculara el producto de la parte entera y el
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de la "parte decimal" y se pegaran los pedazos: (0-4) =O-16, pero (0-3) =09 y

algunas veces (3-4)2 =9.16

Es, todavia, el efecto de la medida: lo que mas cuenta es la parte entera; la parte decimal
hace lo que puede.

3.3.3 Evidentemente, la asimilacion a los naturales no va a pasar sin dificultad en el caso de
ciertas divisiones que arriman el desorden en el edificio, pero el modelo no sera rechazado por ello;
seran los numeros que "no son exactos" de los que uno huird, indices de que uno se ha equivocado
en algun lado. Se aproximaran, a lo mejor, se dira que "estan entre tal y tal nUmeros" (sin definirlos)
pero el alumnos les temera. La definicion implicita de los decimales "naturales con punto" hara que,

para los alumnos, los naturales no sean decimales pero 0.333 sera un nimero decimal.

Una de las peores consecuencias de este obstaculo sera, a menudo, el hacer pasar a los
ojos de los humanos, las tentativas demasiado timidas y demasiado tardias de franquearlo
(en 4to por ejemplo) mediante razonamientos y desvarios sin objetos.

Obstéaculos epistemoldgicos - Plan didactico

Los obstaculos arriba mencionados son todos de origen didactico. Los verdaderos obstaculos
epistemologicos e historicos, son otros.

34.1 Se trata en principio de simetrizar N para la multiplicacién. Se pueden concebir algunas
fracciones, pero rapidamente se quiere poder obtenerlas "todas" y poder, al menos, sumarlas y
multiplicarlas por un entero. Es indispensable, no el ensefiar la construccion, sino plantear el
problema.

Es necesario que el nifio vea que no puede "pasarsela” con los naturales y saque todas las
consecuencias, sobre todo acerca del orden.

+
Hemos mostrado que el nifio a los 10 afios puede inventar Q para resolver ese problema
(ver mas adelante el problema de las hojas de papel). Yo no creo que D pudiera satisfacerlo
en ese momento y no veo como y por qué él lo inventaria.

+
3.4.2 En cambio, una vez construido (Q T <) y colocado frente a la necesidad de ordenarlos,
por ejemplo, o de sumar muchas fracciones, el nifio puede ser conducido a utilizar, de preferencia,
las fracciones decimales y a ver que ellas "aproximan" las otras fracciones (que D esta dentro de

Q).

Hemos mostrado también que esto es posible con la ayuda del "problema del explorador" y
la dialéctica que de ahi se sigue.

El problema es inverso del precedente. Se trata, ya no de inventar y de combinar los
elementos de un conjunto desconocido y nuevo sino al contrario, de aproximar un conjunto
conocido con una subfamilia bien escogida.

3.4.3 Un texto por aparecer dara el detalle de los 25 "problemas” que constituyen la dialéctica
(que dura 60 horas), pero soy opuesto a extraer de su contexto los ejemplos que doy en los parrafos
siguientes con comentarios insuficientes:

e e Todo ahi es cuestidon de equilibrio. Por ejemplo, si los nifios mecanizan el célculo
en Q la invencion de D tarda y su uso se dificulta. Si no es conocido suficientemente,
D no se construye ni se comprende.

o o Hay, por ejemplo, que cuidarse de "reconocer" demasiado aprisa las practicas
conocidas: los nifios saben acotar un racional entre dos decimales tan vecinos como
ellos quieran, mucho antes de descubrir que esta practica es "la division" y de la instruir
en algoritmo.



3.4.4

e ¢ Sin embargo, no hay que dejar demasiado tiempo los grandes problemas al nivel
implicito. Las dialécticas de la formulacién y la organizaciéon frecuente de debates
conduce al nivel consciente aquello que debe ser sabido.

El segundo gran obstaculo, es la concepcion de los racionales y los decimales en tanto que

razones, en tanto que aplicaciones lineales que operan dentro de Q .

En una situacién propicia (ver el problema del rompecabezas) los nifios construyen este
conjunto de aplicaciones primero; luego, otros que sera necesario designar: las fracciones o
los decimales o los naturales se prestaran a esta designacion.

La suma, la composicion de estas aplicaciones, luego la descomposicion sobre D,

proporcionaran un modelo unificador de Q, de N yde D.

3.5 Tres ejemplos de problemas que permiten el franqueamiento de obstaculos

3.5.1

3.5.2

3.5.3

El problema de las hojas de papel (lecciones 1 a 3)

Es un problema de comunicacién porque, los nifios deben inventar un lenguaje para indicar
a sus compafieros de cual montén han escogido una hoja de papel. El juego se juega
realmente: los nifios buscan un sistema para designar el espesor de las hojas. Después de
algunos intentos, ellos se imaginan hacer un pequefio monton del cual se puede medir el
espesor con un doble decimetro. Envia el numero de hojas y el espesor (entero); ejemplo;
(19, 3).

Es un ejemplo de dialéctica de la formulacién; los errores, las contestaciones, las
comparaciones; les conducen a explicitar las condiciones de empleo de esas parejas:
equivalencia, errores de medicion... y a designar las clases.

Los problemas de prevision (¢,Cudl sera el espesor de un cartén obtenido al pegar tal, tal y
tal hoja?) donde el criterio de éxito es la experiencia y la aceptacion por todos los nifios, los

+
debates cientificos ( ¢ Las parejas son nimeros?) conducen a los nifios a explorar Q .
El problema del explorador (lecciones 12 a 15)

Dos jugadores (o dos equipos) se enfrentan. Cada uno escoge una fraccion comprendida
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entre 0y 10, la cual esconde al otro jugador. Ejemplo: A escoge 3 y B, 10 . Por turno, los
jugadores escogen un intervalo y lo proponen. Por ejemplo, A escribe [3;4]. Si la fraccion B
pertenece al intervalo, éste anuncia, "Tu me ves". Si esta en el exterior, "Tu no me ves". Si
esta en el origen del intervalo, "Tu me atrapas".

En este ejemplo, B dice: Tu no me ves.

Para comparar sus fracciones, los alumnos "convierten al mismo nimero de hojas"
(operacién conocida sin ser mecanizada). El ganador es aquel que, cuando el juego se
para, "ve" al otro dentro del intervalo mas pequefo. Al principio, los nifios creen poder
adivinar todas las fracciones. Desarrollan estrategias de filtracion (la filtracion lineal y
decimal aparecen). Distinguen fracciones féciles y dificiles de atrapar.

+
Toda la topologia de Q se establece contra la de N | en una dialéctica que podria hacer
pensar a la del obUs y la coraza.

El problema del rompecabezas (leccién 25)

"He aqui rompecabezas de Tangram como los que ustedes han utilizado en el club de
matematicas. Fabriquen algunos semejantes, mas grandes. Por ejemplo, este lado mide 4
cm, su imagen deberd medir 7 cm. Trabajen por equipos, pero repartanse el trabajo.
Verifiqguen enseguida que el rompecabezas funciona como se debe".

Por supuesto, si | (@+D0)# f(a)+ f(b) ¢ resultado no sera, visiblemente, bueno. De Io
cual se siguen discusiones, nuevos intentos, rechazo de modelos defectuosos como

f(a)=a+k
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Las condiciones que debe satisfacer la aplicacién lineal (de Q”enQ ) que éstas sean la
conservacion de los angulos o la condicién sobre la suma de las imagenes, son fatalmente
puestas a prueba, formuladas.
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A esta ocasion, la idea persiste mucho tiempo en el alumno (a veces a pesar de varias
experiencias) de que una aplicacién simplemente creciente proporciona necesariamente un
agrandamiento conveniente.

Después, creera que todas las aplicaciones son lineales... pero esto es otra historia.
Conclusion.
¢, Cuales son esos obstaculos que estos problemas permiten franquear?
¢,Como se organizan las situaciones de accién, de formulacién, de validacion, anunciadas?
¢,Cudles dialécticas se comprometen y para qué propoésitos?

¢Doénde, esas caracteristicas informacionales de las situaciones, son favorables a la des-estabilizacion
de las nociones?

Pretendo que todas estas cosas son observables en los ejemplos anteriores y cuento mostrarlas en una
obra préxima (pueden encontrarse analisis de este género a propdsito de la construccion de
probabilidades en Brousseau 74).

Mientras, es posible que el lector no vea, en razén de algun obstaculo, la teoria del aprendizaje, del
conocimiento, o de cualquier otra cosa. Yo lo comprometo a vencerlos a su vez realizando esas
situaciones, estudidndolas, modificandolas, discutiendo.



