Cualidades y procesos matematicos
importantes en la resolucion de
problemas: un caso hipotético de
suministro de medicamento

Fernando Barrera Mora y Luz Manuel Santos Trigo

CINVESTAV - IPN, México

Noviembre de 2000.

Los autores agradecen a la Sociedad Matematica Mexicana y al Consejo Nacional
de Ciencia y Tecnologia por el apoyo brindado durante el desarrollo de este tra-
bajo, a través del Proyecto “Propdsitos y Contenidos de la Ensefianza de la Mate-
matica en el nivel medio superior”

Introduccion

Las reformas recientes del curriculo matema-
tico a nivel preuniversitario reconocen la im-
portancia de promover en los estudiantes el
uso de varias estrategias para analizar diver-
sas situaciones o problemas. Se afirma que
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en el estudio de las matematicas es necesa-
rio atender tanto a las lineas de contenidos
como a los procesos donde los estudiantes
tengan oportunidades de examinar casos
particulares, formular conjeturas, presentar
argumentos y comunicar resultados. Duran-
te estas actividades se destaca el uso de di-



versas representaciones y recursos matema-
ticos que les permitan identificar el compor-
tamiento de parametros relevantes de la si-
tuacion. En particular, se enfatiza la necesi-
dad de que el maestro diseie actividades
instruccionales donde los estudiantes tengan
oportunidad de valorar la importancia de
plantear preguntas, utilizar distintos recursos
y estrategias que les permitan examinar cuali-
dades matematicas asociadas al proceso de
solucion. Asi, las actividades en una situa-
cion se transforman en un vehiculo para pro-
mover en los estudiantes la disposicion hacia
el estudio de la disciplina. Aqui el papel del
maestro es fundamental tanto en el monito-
reo del trabajo de los estudiantes como en la
guia constante sobre los caminos y conexio-
nes a explorar. ;Qué cualidades o caracteris-
ticas son propias de una situacién para que
se transformen en un vehiculo de aprendiza-
je de procesos y contenidos de las matemati-
cas? Un aspecto importante es que la situa-
cion o problema debe poseer una estructura
que permita a los estudiantes formular pre-
guntas, usar diversas representaciones, plan-
tear conjeturas, utilizar argumentos y comuni-
car resultados. Ademas, una situacion puede
estar inmersa en mudltiples contextos y ofre-
cer al estudiante la oportunidad de estable-
cer conexiones entre el quehacer de la disci-
plina y los contextos en que se presenta. En
este sentido se pueden distinguir tres tipos
de escenarios con caracteristicas propias de
situaciones que pueden servir de marco para
incentivar la participacion de los estudiantes
en actividades esenciales que aparecen en el
quehacer de la disciplina:

Contexto puramente matematico. El referen-
te en donde se desarrolla la situacion, involu-
cra solamente aspectos matematicos. Un ob-
jetivo puede ser la formulacion de un
problema o la busqueda de una solucién a
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una pregunta planteada. Aqui, el principal in-
terés, desde el punto de vista instruccional, es
que los estudiantes, haciendo uso de una se-
rie de recursos matematicos, puedan enten-
der la situacion para poder plantear un méto-
do o camino de solucion. Por ejemplo,
scudles son los nimeros primos que se pue-
den representar como la suma de los cuadra-
dos de dos enteros? Un paso fundamental es
identificar la informacion relevante y acceder
a un conjunto de conceptos que permitan ex-
plorar casos particulares y eventualmente pre-
sentar un plan de solucion. ;Qué es un ndme-
ro primo (sus propiedades)? ;Como expresar
el cuadrado de un ndmero entero?, etc. Estas
podrian ser algunas preguntas iniciales que
ayuden al estudiante a transformar el proble-
ma en una ecuacion o tratar de construir una
tabla de los primeros nimeros primos para
poder hacer un andlisis de cuales son aquellos
que son suma de los cuadrados de dos ente-
ros. Notese que el andlisis y discusion de la
pregunta planteada se circunscribe al ambito
puramente matematico.

Contexto del mundo real. En esta situacion,
el entendimiento del problema se relaciona
con la identificacion de variables de la situa-
cion real que puedan ser examinadas a partir
de recursos matematicos. Por ejemplo, el
comportamiento del trafico en la ciudad de
Meéxico es una situacion en la cual hay que
identificar varios parametros relevantes (nu-
mero de vehiculos, horas de mayor afluen-
cia, etc). Posteriormente, se recolecta infor-
macion acerca de la interrelacion de esos
parametros y eventualmente se plantea un
modelo matematico que pasa a representar
tal situacion. El tratamiento matematico del
modelo permite o ayuda a entender el com-
portamiento de los parametros y en cierta
medida el de la situacion original. Pueden
existir distintos modelos para analizar la mis-
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ma situacion y cada uno ofrecer ventajas o
desventajas en el entendimiento o tratamien-
to de la situacion. La modelacién o matema-
tizacion de problemas que derivan de situa-
ciones del mundo real, ha sido un reto
constante de la comunidad matematica que
ha contribuido al desarrollo de la disciplina.

Contexto hipotético. La situacion se cons-
truye a partir de una serie de suposiciones
acerca del comportamiento de las varia-
bles o parametros que explican el desarro-
llo de la situacion. Dicho comportamiento
de los parametros no se basa en datos o in-
formacion real o de laboratorio. Sin embar-
go, en el tratamiento matematico de la si-
tuacion se puede resaltar el uso de diversas
representaciones y estrategias que mues-
tran no so6lo el potencial de diversos conte-
nidos matematicos, sino también contras-
tar diversas cualidades asociadas a las
diversas formas de solucion. Por ejemplo,
la informacién puede ser representada y
analizada en una tabla, una lista ordenada,
a partir de una grafica o en forma algebrai-
ca. Desde el punto de vista instruccional,
estas situaciones son muy adecuadas y sir-
ven para que el estudiante pueda compa-
rar las ventajas o desventajas que ofrecen
los diferentes métodos que se utilizan al re-
presentar y resolver un problema. Un as-
pecto notable en el tratamiento de situa-
ciones hipotéticas es que se pueden
regular los recursos matematicos que los
estudiantes usaran para entender y partici-
par en un proceso de solucion. El NCTM
(2000)" propone un conjunto de situacio-
nes hipotéticas en donde el objetivo cen-
tral es que los estudiantes, en el proceso de
solucion, empleen no solamente una serie
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de recursos matematicos sino también exhi-
ban distintas representaciones y formas de
solucion.

Una caracteristica comdn en el tratamiento
de las situaciones asociadas a distintos con-
textos, se manifiesta en la forma de entender
la situacion, plantear formas de solucién y
comunicar los resultados. Es decir, no impor-
ta si el contexto es puramente matematico,
de la vida real o hipotético, el estudiante tie-
ne que acceder a una serie de recursos mate-
maticos y estrategias que le permitan anali-
zar sistematicamente el comportamiento de
ciertos parametros. En los tres tipos de con-
textos, es importante plantear conjeturas,
utilizar diferentes representaciones, plan-
tear argumentos, comunicar e interpretar
soluciones.

En el marco de referencia planteado antes,
presentamos un trabajo que se desarrolla en
un contexto hipotético donde se establecen
una serie de condiciones iniciales que permi-
ten examinar la situacion a partir del uso de
recursos matematicos que se estudian en el
nivel medio superior. La situacién se transfor-
ma en un vehiculo para discutir el potencial
de tres formas diferentes de presentarla: el
uso de una tabla o lista sistematica, la repre-
sentacion grafica o visual, y la representacion
algebraica. Cada una de estas representacio-
nes ofrece distintos angulos para analizar el
comportamiento de los parametros. Por
ejemplo, la representacion gréfica ayuda vi-
sualmente a detectar ciertas regularidades;
mientras que la algebraica puede permitir
analizar el caso general y extrapolar el com-
portamiento que se observa en la informa-
cion de la tabla y la grafica. Las representa-
ciones numérica y grafica pueden ser un
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factor importante para alcanzar una repre-
sentacion algebraica que permita abordar
casos generales.

El trabajo que se presenta inicia mostrando
una situacion en la cual un médico receta
medicamento (sustancia activa) a un pa-
ciente. Se desea determinar la cantidad de
sustancia activa en el cuerpo del paciente
en diferentes momentos después de haber
iniciado el tratamiento; después se formu-
lan y discuten algunas preguntas con la fi-
nalidad de orientar la discusion en la situa-
cion planteada. Durante la discusion se
describen algunas fases importantes que se
deben seguir en el proceso de solucion de
un problema, entre las cuales se destacan:

entendimiento de la situacion o problema
analisis de la informacién o datos
solucién de casos particulares

planteamiento y solucién de casos gene-
rales

analisis retrospectivo del proceso de so-
lucion.

En la dltima parte se presenta una guia de
aplicacion que auxilia al maestro en la puesta
en practica con los alumnos, de las activida-
des que se han desarrollado a lo largo de la
discusion del trabajo.

1. Planeacion de la actividad

Descripcion. Los estudiantes reciben infor-
macion sobre las caracteristicas particulares
de un tratamiento médico bajo el suministro
de medicamento. A partir de esto, deben
obtener informacion que les permita deter-
minar la cantidad de medicamento en dife-
rentes momentos. En este proceso los estu-
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diantes necesitan examinar la informacion
desde diferentes perspectivas.

Antecedentes. Los estudiantes deben dis-
poner de diferentes representaciones de
los nimeros racionales (decimal, cociente
de enteros); funciones (lineales); pendien-
tes de rectas; representacion de datos (gra-
fica, tabular y algebraica).

Contenidos matematicos importantes en
el proceso de solucion. Los contenidos
matematicos requeridos en el proceso de
solucion, incluyen funciones, relaciones re-
cursivas, pendientes de rectas, nidmeros ra-
cionales (operaciones) y su representacion
decimal, proporcionalidad, razén de cam-
bio, procesos de aproximacion (limites),
progresiones geométricas, escalas y medi-
das.

Procesos matematicos. Se debe tener en
cuenta el uso de tablas (tratamiento numéri-
co de lainformacion), la representacion grafi-
ca o visual de la informacion, la representa-
cion algebraica, el andlisis de casos particula-
res, la busqueda de patrones y generalizacio-
nes, la vision retrospectiva del proceso de so-
lucién, la comunicacion oral y escrita de
resultados.

Condiciones de aplicacion. La actividad se
puede realizar individualmente o por equipo
(3 a 5 estudiantes) que podran usar calcula-
doras o alglin programa computacional. El
tiempo estimado de la actividad es de tres
horas en total, dividido en dos sesiones de
hora y media.

2. El problema

Cuando un paciente recibe un trata-
miento médico bajo el suministro de
medicamento, se observa que si la



dosis es pequena, es posible que
éste no produzca ningln efecto po-
sitivo en el paciente. Por otro lado, si
al paciente se le suministra una dosis
muy grande, los efectos colaterales
del medicamento pueden ser peli-
grosos. Ademas, para que el medica-
mento logre el efecto deseado, es
importante que cierta cantidad de
sustancia activa permanezca en el
organismo del paciente durante de-
terminado tiempo.

A continuacion se describe la forma en que
el organismo de un paciente recibe y asimila
medicamento durante un tratamiento médi-
co hipotético.

Descripcion del suministro. Un médico exa-
mina a un paciente y le receta un tipo de me-
dicamento que le ayude a combatir cierta en-
fermedad. Por cada suministro, la dosis de
sustancia activa del medicamento que le re-
ceta es de 16 unidades. El médico le da la si-
guiente descripcion del suministro a su ayu-
dante de laboratorio, con la finalidad de
hacer un estudio posterior.

i. Dosis por cada suministro: 16 unidades.

ii. Cuando el paciente recibe un suministro
de medicamento, su organismo inicia inme-
diatamente un proceso para asimilar las 16
unidades, y este proceso termina a los 10 mi-
nutos de iniciado. Asi, diez minutos después
del primer suministro, el cuerpo del paciente
habra asimilado la cantidad total de sustan-
cia activa que le fue suministrada.

iii. En el momento en que el organismo del pa-
ciente asimila el total de la sustancia activa que
le fue suministrada, se inicia un proceso de eli-
minacién del medicamento.

iv. Cuando la cantidad maxima de medica-
mento previa a un suministro se ha reducido
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a la mitad, tiene lugar el siguiente, iniciando-
se un aumento en la cantidad de sustancia
activa en el organismo del paciente. Para el
medicamento que se esta suministrando, el
médico indica que esa reduccion se logra
cada 4 horas a partir del suministro. Por ejem-
plo, el segundo suministro se realizara cuan-
do la cantidad de sustancia activa sea de 8
unidades, lo cual ocurrira cuando hayan
transcurrido cuatro horas después del primer
suministro.

v. El paciente recibira varios suministros du-
rante el tratamiento.

;Como analizar la evolucion de la cantidad
de medicamento en el cuerpo del paciente a
partir del uso de ideas o recursos matemati-
cos? ;Qué datos o informacion pueden ser
importantes en el andlisis? El ayudante de la-
boratorio se plantea la tarea de cuantificar la
cantidad de sustancia activa que permanece-
ra en el cuerpo del paciente en diferentes mo-
mentos.

Una posible forma de abordar la tarea plan-
teada, es formulando algunas preguntas que
se relacionen directamente con la tarea a
realizar.

;Qué cantidad de medicamento acumu-
la el organismo en cada suministro?

;Qué cantidad de medicamento se acu-
mula en el organismo 10 minutos des-
pués de cada suministro?

Antes de intentar dar respuesta a las pre-
guntas planteadas, es conveniente hacer al-
gunos senalamientos sobre la importancia
de documentar y describir el proceso de
solucion de un problema que involucra el
uso de diversos recursos y procesos mate-
maticos.



3. Analisis y discusion de fases
importantes durante el proceso
de solucion

En el proceso de resolver un problema, siem-
pre es posible distinguir fases o etapas que
explican las acciones que el sujeto realiza du-
rante la busqueda e implantacion de posibles
caminos de solucién. Por ejemplo, una pri-
mera etapa se vincula con la importancia de
entender la situacion o problema; especifica-
mente interesa identificar la informacion rele-
vante que ayude a proponer caminos o for-
mas de solucién. Otro aspecto, es el disefio e
implantacion de una o varias formas de solu-
cion. En particular, en esta fase se destaca el
uso de diferentes estrategias como: el uso de
tablas, el analisis de casos particulares, la bus-
queda de patrones, o el analisis sistematico de
la informacion a partir de diversas represen-
taciones (graficas o algebraicas). Otra etapa
esencial, es la revision y analisis global del
proceso de soluciéon y la bisqueda de otras
conexiones con la situacion original.

Las dos preguntas planteadas inicialmente
sirven de referencia para senalar y discutir las
fases importantes del proceso de solucion.
En particular, se identifica el potencial de un
conjunto de estrategias que aparecen vincu-
ladas a las distintas fases del proceso. Ade-
mas se sugiere un conjunto de actividades
que los estudiantes pueden realizar durante
su interacciéon con la situacion.

Entendimiento de la situacion o problema.
Conviene explicar en forma verbal y escrita,
usando sus propias palabras, la informacion
que aparece en el enunciado de la descrip-
cion del suministro, en términos de lo que le
ocurre a la cantidad de sustancia activa du-
rante un periodo determinado. En esta fase
se destaca la identificacion de datos y mo-
mentos importantes durante el tratamiento.
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Algunos datos que parecen ser relevantes en
el entendimiento de la situacion que se esta
analizando, se enumeran a continuacion:

la dosificacion es de 16 unidades en cada
suministro

el tiempo de asimilacion de la dosis es de
10 minutos

el periodo de suministros es de 4 horas

la cantidad de sustancia activa que se eli-
mina entre un valor maximo y un minimo
es la mitad del valor maximo.

Analisis sistematico de la informacion me-
diante diversas representaciones. Existen di-
ferentes maneras de analizar los datos o in-
formacion relevantes que se incluyen en una
situacion o problema. Por ejemplo, el uso de
una tabla puede ayudar a determinar el com-
portamiento de ciertas relaciones entre los
datos a partir de un analisis cuantitativo. Una
representacion grafica puede ayudar a efec-
tuar un andlisis visual del comportamiento de
los parametros importantes de la situacion o
problema. De la misma manera, una repre-
sentacion algebraica puede ser de utilidad
para expresar en forma general y concisa la
relacion existente entre datos e incégnitas.

En la situacion que se estd abordando, se ilus-
tra el uso de estos tipos de representaciones
y sus conexiones para contestar y extender
las dos preguntas planteadas inicialmente.

(i) Uso de una tabla. Cuando se analizan da-
tos numeéricos, un recurso de utilidad es el
uso de tablas en donde se muestren aspec-
tos relevantes de la informacion.

;Qué datos deben aparecer en una tabla
para hacer un andlisis eficiente de la informa-
cion? La respuesta a esta pregunta depende-
ra de las condiciones del problema o situa-
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cion. En nuestro caso, dado que hay varios
momentos importantes y la informacién en
cada uno de ellos esta relacionada estrecha-
mente, se ha elegido la siguiente tabla; sin em-
bargo, existen otras posibilidades para pre-
sentar tal informacion. ;Cuales propondria?

Para determinar las entradas de la tabla usa-
remos las reglas de asignacion que determi-
nan la cantidad de sustancia en diferentes
momentos. Por ejemplo, la cantidad de sus-
tancia en el organismo al momento del sumi-
nistro es la mitad de la cantidad maxima antes
de éste. ;Cual es la regla que determina la
cantidad de sustancia en el organismo 10 mi-
nutos después del suministro?

De la tabla 1 se observa la dependencia que
hay entre el nimero de suministros y el nu-
mero de horas transcurridas, mas audn, uno
determina al otro y reciprocamente. ;Cual es
la relacion de dependencia?

;Cuantas horas han transcurrido en el mo-
mento del n-ésimo suministro?

Describa cémo cambia la cantidad de sus-
tancia activa en el organismo del paciente a
partir del anadlisis de la informacioén incluida
en la tabla anterior. ;Qué se observa respec-
to a la cantidad de sustancia activa en el
cuerpo del paciente conforme recibe sumi-
nistros de medicamento?

Tabla 1
Cantidad de Cantidad de
. . Horas . . . .
Suministro . sustancia activa en | sustancia activa en
transcurridas al . .
No. (cada 4 el organismo en el el organismo, 10
momento del . ,
horas) . . momento de cada min. después de
suministro . . . .
suministro cada suministro
1 0 0 16
2 4 8 24
3 8 12 28
4 12 14 30
5 16 15 31
§) 20 15.5 31.5
7 24 15.75 31.75
8 28 15.875 31.875
9 32 15.9375 31.9375
10 36 15.96875 31.96875
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La informacion contenida en la tabla ilustra
algunos aspectos de como varia la cantidad
de sustancia activa en el organismo después
de que el paciente ha recibido cierto nimero
de suministros. De hecho, nos permite obser-
var una tendencia de la cantidad de medica-
mento en el paciente. Esta tendencia puede
ser mas reveladora, si representamos los da-
tos de la tabla mediante el uso de una gréfica
en donde se muestre la cantidad de sustan-
cia al incrementar el nimero de horas, y por
lo tanto, el nimero de suministros.

Entre otras cosas, el uso de una tabla nos per-
mite construir, a partir de la informacién con-
tenida en ésta, una grafica que ilustre de ma-
nera visual el comportamiento de las
cantidades bajo estudio.

(ii) Representacion grafica. Con los datos de
la tabla, construya una representacion grafi-
ca donde se exhiba el nimero de horas trans-
curridas y la correspondiente cantidad de
sustancia activa acumulada en el cuerpo del
paciente (figura 1).

Cualidades y procesos matematicos importantes en la resolucion de problemas: un caso hipotético de suministro de medicamento

Describa lo que se observa en la grafica, en
términos del seguimiento del tratamiento.
;Qué diferencias de la informacién resaltan
entre las representaciones tabular y grafica?

(iii) Analisis algebraico de la informacion. En
algunos casos, la informacién que se obtie-
ne de una tabla o gréfica, puede ser sufi-
ciente para responder y analizar preguntas
importantes de la situacion o problema. Sin
embargo, es comun que los datos de una
tabla o la informacion grafica, sean el
vehiculo para introducir en el analisis otros
métodos, como el algebraico. Por ejemplo,
en la tabla y grafica construidas anterior-
mente, se han observado ciertas regularida-
des en la forma en que cambia la cantidad
de sustancia activa en el organismo del pa-
ciente. ;Como describir las regularidades
en forma algebraica? Regresemos a la tabla
1y procedamos a efectuar un analisis de
como se calculé la cantidad de sustancia
en forma racional, es decir, como cociente
de enteros. Esto se ilustra en la tabla 2, la
cual se construye con la regla: en el sumi-

35

Representacion Grafica de la cantidad de sustancia

30 4 ]

245 4

20

Cantidad de sustancia activa en el
organismo

+ Cantidad de sustancia activa en
el momento del suministro
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Figura 1
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nistro ndmero n = 2, la cantidad de sustan-
cia es la que habia en el suministro nimero
n -1, mas 16, todo dividido entre dos.

Hagamos algunas observaciones sobre las
regularidades de los datos de la tabla. Prime-
ramente, en la tabla 1 notamos que la canti-
dad de sustancia en el organismo, muestra un
patron de comportamiento al aumentar el
numero de suministros. Este patrén lo identifi-
camos como sigue. Notemos que el numera-
dor de la expresion que indica la cantidad de
sustancia activa, contiene sumas de la forma

16+2-16+22-16+ -+ 2k.16,

en donde k es un entero positivo. Mas precisa-
mente, si G, denota la cantidad de sustancia ac-

tiva en el organismo del paciente en el mo-
mento del n-ésimo suministro, de la tabla 1 se
obtienen las siguientes regularidades:

— aparece 16 como factor en C,

— cada sumando en el numerador contiene
potencias de 2, cuyos exponentes crecen
deceroan-2

— el denominador es 211,

Traduciendo lo anterior a lenguaje algebrai-
co se concluye que:
16+ 206 +2° M6 + [IH2"* M6

2n—1
H+2+2° +MH2" H

SRR

C

n

=16

Tabla 2
Sun}nmstro Cantidad de sustancia activa en el organismo al momento de cada suministro
Numero
1 0
) 0+16 _ E
2 2
16
3 5 16 6426
2 2?
16+206 116
4 2?2 _16+206+2%06
2 2°
16+206+2° 6
+16 2 3
5 23 _le+206+2°06+2° 16
2 2¢
16+206+2°06+2° 06
6 24 _l6+206+2°06+2°06+2*06
2 2°




Note que el referente fundamental para des-
cribir el patrén, es el nimero de suministros:
1, 2,.., n.

La expresion que se tiene para C,sugiere la
pregunta: ;como representar la suma 1 + 2
+ 22+ -+ 22 en forma “cerrada” (formu-
la)? Las condiciones del problema imponen
la condicion 2 <n, (n es el nimero de sumi-
nistros), pues paran =1, la cantidad de sus-
tancia se obtiene directamente de los da-
tos. Denotemos por S,_; a la suma anterior
y observemos las siguientes caracteristicas
interesantes que relacionan a S,y S,_;:

Sy = 1+ 2+ 224 -4 Q02 4 Jn-1
= 5!7—2 + 2!’1—]

Por otro lado,

Spor =1 +2(1T+2+224 4202
=1 +25n—2-

De las ecuaciones anteriores obtenemos:
Spo = 2n-1 —1,

Lo que a la vez nos permite escribir a C, en la
siguiente forma

+2+ 2% + [MH 2™ H

2n—1 E

Cn

16%1

16
:F(z 1)

i

Cambiando 2 por r en la discusién previa,
encuentre una expresion para la suma, con
n un entero positivo. El caso r =1 debe tra-
tarse aparte.

1
2!‘!—1
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Se observa que diez minutos después del
n-ésimo suministro, el cuerpo del paciente
habra acumulado la cantidad que tenia en
ese momento, mas la que acaba de ser asimi-
lada (16 unidades). Si esta cantidad la deno-
tamos por A, se tendra:
1
2n—1 E

A, =C, +16:16§—%Eﬂ6:16%—

En una parte el proceso de determinacion
de las férmulas para A, y C,, el estudiante se
puede ayudar con una calculadora simboli-
ca, como la TI192. Con este tipo de calcula-
dora se puede proceder de la siguiente ma-

nera. Tomando como referencia a la
ecuacion
142+ 2% + [H2"*
C =16

n ’

2!7—1

la tarea inicial serfa: ;como introducir esta in-
formacion en la calculadora de tal manera
que se pueda generar la formula correspon-
diente? Una posible forma es la siguiente.
Escriba la ecuacion anterior en forma de su-
matoria haciendo uso de las facilidades que
proporciona la calculadora, es decir, usando
los comandos correspondientes, escriba la

. 2 ]6 n-2 Ak
expresion élzn—qukzﬁ ) Una vez hecho

esto, se puede invocar el comando factor
con lo que se obtiene:

E]—%Zizk E:] 6(2" =227,

anJ
_ 1
lo que se puede escribir como 16(

T-—)

n-1

que corresponde exactamente a la formula

obtenida antes.
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= Fac.tn:-r*[

Figura 2
Uso de la calculadora para determinar C,

Un procedimiento analogo se puede seguir
para obtener A,, esto se ilustra en seguida.
Proceda como antes, es decir, utilice el co-
mando factor a_la expresion:

(16/2”‘1)( :;202k)+16, lo que producira

32(2" - 1)2-" (figura 3). Como antes, este re-
sultado se puede escribir en la forma

1
16 %— i Eque corresponde al resultado que

se obtuvo para A,.

por r se obtenga una expresion que repre-

sentealasuma1+r+r2+ -+ nentero

positivo y r#1. Para obtener el resultado

aplique el comando factor alaexpresion:
n k .

Zkzor y obtendra como resultado:

(r' = 1)/(r - 1) (figura 4).

En los casos tratados antes, la calculadora se
puede emplear como un medio que verifi-
que las férmulas obtenidas por procedimien-
tos algebraicos.

Se observa que el empleo de esta herramien-
ta puede ser de utilidad para que el estudian-
te conjeture férmulas o expresiones genera-
les en forma directa.

i Few Fiw Fyr FE Faw
|TE|FI1-gebr*a Calc|0ther F'r*ngEIlEleah ()=} |

1 Fiw Faw |_ Fur FE FE™
[LETﬂlgebra Calc(0ther Pr*ngDTElean LIPT_\

-2

-ra.:t.:.r[— 3 [2*‘]]+1:5

Er'l_]. k=0
22 (2n-1].2

w210 %¥E(2k, k. 0. n—230+16

[HMAIN RAD AUTD FUMC 4/08 |

Figura 3
Uso de la calculadora para determinar A,

El uso de la calculadora simbdlica se puede

extender para abordar problemas mas ge-
nerales. Arriba se solicita que al cambiar 2

16

n n+1l
- k [ 1
kgﬂ(’“ ] -1 r-1

ti n+1_

L -F“ac,tnr*[ E [P k]] Pfl
— =1

Factor{Z{r"k. k. O . nd>

FMAIN RAD_AUTO FUNL_Z/08

Figura 4
Determinacionde 1 +r +r? + ... +

A partir de las expresiones anteriores para
AnY G, se pueden verificar los valores en las
tablas anteriores como un medio para com-
probar que los calculos efectuados para
obtener A,y C, son correctos. En la tabla 3
aparecen los valores con expresiones deci-
males. Verifique estos resultados usando
las féormulas anteriores (use su calculado-
ra). La prueba formal que garantiza la vali-
dez de las féormulas anteriores se puede dar
por induccion matematica'® sobre n.

Para una revision del enunciado y uso del principio de induccion matematica, se recomienda consultar el fasciculo: “El Método de la

Induccién Matematica”, 1.S. Sominskii, Editorial LIMUSA-WILLEY, S.A. (1972).
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Tabla 3
Suministro Horas transcurridas al
No. momento del C, A,
(cada 4 horas) suministro
1 0 0 16
2 4 8 24
3 8 12 28
4 12 14 30
5 16 15 31
6 20 15.5 31.5
7 24 15.75 31.75
8 28 15.875 31.875
9 32 15.9375 31.9375
10 36 15.96875 31.96875

Los resultados anteriores se han obtenido su-
poniendo que los suministros son dados
cada 4 horas. ;En qué forma cambian éstos,
si los suministros se dan cada 8 horas? ;En
qué forma, si los suministros son dados cada
12 horas?

(iv) Variacion continua de cantidades. Cuan-
do se abordan problemas que involucran a
diferentes tipos de numeros, por ejemplo:
enteros, racionales y reales, una primera
aproximacion en la busqueda de soluciones
es considerar nimeros enteros, y a partir de
los resultados obtenidos para este caso, con-
tinuar con un analisis que incluya a los nime-
ros reales para tener una vision mas comple-
ta del problema. Por ejemplo, en la discusion
que se ha hecho antes respecto a la cantidad
de sustancia activa en el cuerpo del paciente,
se ha tomado como referente el nimero de su-
ministros, el cual es un entero. Sin embargo, el
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nimero de suministros esta determinado por
el tiempo transcurrido a partir del momento en
que se inicia el tratamiento. Por esto, bajo hi-
potesis adicionales sobre el suministro, se pue-
de hacer una andlisis de la cantidad de sustan-
cia en el organismo para cada tiempo t. Para
ilustrar estas ideas, haremos la siguiente suposi-
cion. Una posibilidad, la cual simplifica el anali-
sis significativamente, es que la rapidez de asi-
milacion sea constante. De la misma manera,
supongamos que el organismo elimina a una
rapidez constante. Con estas suposiciones se
pueden plantear las siguientes preguntas.

;Cual es la razén de cambio entre valores
maximos y minimos al considerar dos sumi-
nistros consecutivos?

;Como determinar la cantidad de sustancia
activa en cada instante después de iniciado
el tratamiento?
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Con las condiciones que se han establecido,
se puede obtener una expresiéon que deter-
mine la cantidad de sustancia activa en cada
instante. Para esto procederemos de la si-
guiente forma.

La hipotesis sobre la forma en que asimila la
sustancia el organismo, equivale a decir que
la cantidad de sustancia entre un valor maxi-
mo y un minimo varia linealmente respecto al
tiempo, entonces, para determinar la canti-
dad de sustancia en cada momento, es sufi-
ciente (;por qué?) encontrar las pendientes
de los segmentos que unen los puntos (n, G,)
y(n+1/24,C,+16);(n+1/24,C,+16)y(n+1,
Cos1) (figura 5).

Aqui se ha tomado como unidad de medida
el tiempo que transcurre entre dos suminis-
tros consecutivos, entonces 10 minutos es
1/24 de esta unidad (;por qué?).

Notemos que la rapidez de eliminacion es pre-
cisamente la pendiente del segmento definido

por los puntos (n+1/24,C,+16)y (n+ 1, Gu1).
Si ésta es denotada por E, entonces se tiene:

Cpep -Cp-16 24U 1 1 N
En—ﬁ—ztm —2— 16 H- o 16[]
n+l-n-7g O n 2 O

384 L 1 1

=L 'd
23 [ 20 O
384 1

- -1 (spor qué?)
23 2

Para analizar el proceso de asimilacion, bajo la
hipotesis de su rapidez constante, debemos to-
mar un valor minimo, (C,) y el inmediato valor
maximo, (A,= C, + 16). Si la rapidez de asimila-
cion es denotada por D, se tiene:

_C, +16-C, _ 16
" n+1/24-n 1/24

=384.

;Cual es el significado del valor D, =384 en
términos de la cantidad de sustancia asimi-

Variacidn entre suministros cons ecutivos

organis mo

nG)

Cantidad de s ustancia activa en el

(n+1/24,G,+16)

(n+1ucn+l:|

I
n

Tiempo - Suministros

[
1

Figura 5



lada por unidad de tiempo? ;Esta de acuer-
do este resultado con los datos iniciales?

La figura 6 ilustra la cantidad de sustancia en
cada instante partiendo de los supuestos ante-
riores, (rapidez de asimilacion y eliminacion
constante). Esta grafica puede ser Util para res-
ponder las preguntas que se plantean. ;Puede
obtener una funcion que describa la cantidad
de sustancia en el organismo del paciente en
cada instante? ;Cuales son los significados de
las expresiones para E, y D, en términos de la
variacion de sustancia activa en el organismo
del paciente? Explique.

En el suministro de algin medicamento, se
espera que el organismo mantenga una can-
tidad minima, para que surta efecto, y una
maxima para evitar sobredosis. ldentifique
en la grafica anterior, a partir de qué suminis-
tro se consideran estabilizadas tanto la canti-
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dad maxima como minima. ;Cuales son esos
valores? Explique.

El proceso de absorcion y eliminacion de sus-
tancias médicas depende del organismo de
cada persona. En la situacion que se ha esta-
do discutiendo, diremos que el paciente tie-
ne un factor de eliminacion de 1/2, lo cual
significa que al momento de un suministro, el
organismo ha eliminado la mitad de la canti-
dad maxima que alcanzé 10 minutos des-
pués del suministro previo. ;Cual es el com-
portamiento de las cantidades en un proceso
similar al anterior para un paciente que tiene
un factor de eliminacion de 1/3? ;Cual es
para un paciente que tiene un factor de elimi-
nacion 1/42

Llamemos periodo de absorcién al tiempo
que tarda el cuerpo del paciente en asimi-
lar la totalidad del medicamento después
de haberlo recibido. Por ejemplo, en el

Representacion Grafica de la cantidad de sustancia

Cantidad de arstancia activa en el

¢ Cantidad de sustancia agtiwa en
el momente del suministro

p Cantidad de sustancia activa 10
mirutos después del suministro

0

016 416 216 1306 G165 20,6

sy oy my my ey my @y @) 4w

24 16

Tiempo en horas

2806 3116

36,16

Figura 6
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caso discutido antes, el periodo de absor-
cion es 10 minutos. Si t# 10 minutos es un
tiempo fijo mayor que cero y menor que 4
horas, ;Cambian todos los resultados ante-
riores?

Tratamiento del caso general. En general, al
poner en practica un tratamiento bajo el su-
ministro de medicamento, se deben conside-
rar ciertas caracteristicas fisicas del paciente
(edad, peso, etc.), las cuales ayudaran a de-
terminar la dosis correspondiente.

Supongamos que se desea hacer un estudio
en el cual se trataran pacientes suministran-
doles un medicamento que exhibe un patréon
similar al discutido antes. Lo que se debe te-
ner como datos son:

la cantidad d de sustancia a ser suministra-
da cada vez

el factor r de eliminacion
el periodo t de absorciéon
el tiempo s entre cada suministro.

En el tratamiento discutido antes, d = 16 uni-
dades, r=1/2,t=10 minutosy s =4 hrs. Sien
cada suministro el paciente recibe d unida-
des, el factor de eliminacién es r, el tiempo
de absorcién es t, y el cuadro de comporta-
miento es como el que ha sido discutido an-
tes, entonces al término de t unidades de
tiempo, por ejemplo minutos, después del
primer suministro, el paciente registra en su
organismo d unidades, de las cuales, al mo-
mento del segundo suministro, tendra d - rd,
cantidad igual a la que tenia, menos la que
elimino. Al término de t minutos después del
segundo suministro, tendrad - rd +d=d(2 - r)
unidades. El andlisis para suministros sucesivos
lo podemos ilustrar de la siguiente forma. Si
C, denota la cantidad de sustancia activa en
el cuerpo del paciente al momento del n-ési-
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mo suministro (n > 2), t minutos después, la
cantidad se habra incrementado a C,+ d. De-
notemos esta nueva cantidad por A,. Enton-
ces larelacion entre C,y A, de acuerdo a las
condiciones del suministro, es: C, es igual a
An.;, menos la cantidad que fue eliminada, la
cual es rA,;, en forma algebraica,

C.=A _-rA_=A_ (-1

También se tiene que A, es la cantidad que
habia al momento del (n - 1)-ésimo suminis-
tro mas d, es decir, sustituyendo la ultima
ecuacion en la pendltima, agrupando y facto-
rizando se tiene:

C,=(C, +d)(1-1),

es decir, podemos obtener C, conociendo C,_;.
;Cual es larelacion que hay entre A,y A,.;¢2 Con
las expresiones anteriores para C, podemos
obtener algunas de las entradas de la siguiente
tabla, ;Como llenar las restantes? En lo que si-
gue, n denota el nimero de suministro.

En la tabla 4 se observa un patrén de compor-
tamiento en la expresion que determina a G,.
Al momento del suministro n-ésimo, C, esta
expresada como suma de potencias de 1-r,
corriendo los exponentes desde 1 hastan - 1
y d aparece como factor comun. Esto se pue-
de representar en forma algebraica como se
indica abajo.

Comdll(1 1)+ (1= 2+ (1= P4t (1= 1]

Podemos utilizar la ecuacion anterior para
obtener una expresion para A,, recordando
que A, = C, + d, de lo que se tiene:

C,+d

di(T-r+(1=-r2+(1-rp
+...+(] _r)n—1]+d

An
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Tabla 4
N C, A,
1 0 d
2 d(1-r) ?
3 [d(1 -r)+d][1 -r] )
=d[(T-r)?+(1 -71)] '
4 di(1=r?+(1-n]+d}f1 -1} )
= di(1 =0+ (10 + (1 - 1) |
5 (1 = 1) + (1 =P+ (1 =)+ i1 -1 ,
= (1 - 1)+ (1 =)+ (1 =+ (1= ) |
= d1T+(1-nN+(1-r2+(1-r)p c :dg—r—ﬂ—r)”g
"8 p

Se observa que la expresion que representa a
C, contiene sumas de la forma B + B2 + -+ + BX,
la cual al sumarle uno, es similar a las conside-
radas antes, para el caso B = 2. Denotemos
porSialasuma1+B+8B2+-- +Bk Larelacion
entre S, y Si.; es similar al caso B = 2, tratado
antes, es decir,

1+B+B2+..+BFk
1+ BSc_q
Sk_1+Bk

Sk

De esto obtenemos: (B - 1)S,_;=B-1.SiB=1,
la suma que define a S,_; contiene k suman-
dos todos iguales a 1, por lo que S,_; = k. En
cualquier otro caso se tiene,

_B*-1
B-1"

5k1

Con este resultado obtenga una férmula
parala suma B + B? +- + B*y verifique que las
expresiones que determinan a C,y A, estan
dadas por:
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|
-E g
8 r B

cuandor # 0.

Es interesante notar que el uso de una calcu-
ladora simbolica puede ser de gran utilidad,
auin en el caso en que se aborden problemas
completamente algebraicos. Por ejemplo,
usando la calculadora TI1-92, podemos obte-
ner las férmulas anteriores; para ésto proce-
demos como sigue:

Para obtener A, aplique el comando fac-
tor a la expresion: d( 3.2, (1-n*), lo cual

produce dH-ME que es una expre-
E| r B

sion equivalente a la que aparece arriba (fi-

gura 7).

Un procedimiento similar se aplica para ob-
tener C, , salvo que ahora la sumatoria que
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Figura 7
Uso de la calculadora para determinar 4,

define a C, inicia en uno. ;Cémo procedera
para obtenerlo?

Con el uso de la calculadora se puede abor-
dar parte de la siguiente pregunta ;Qué ocu-
rre cuando r toma los valores 0, 1/2, 12 Inter-
prete estos resultados.

En la discusiéon anterior se tomé como dato
importante el factor de eliminacién del or-
ganismo. ;Qué formulacién se tiene para
un tratamiento en el que se conoce el fac-
tor de retencion? Es decir, si conocemos
que la cantidad de medicamento que tiene
el cuerpo del paciente al momento de un
suministro, es r veces la cantidad maxima
alcanzada t minutos después del suminis-
tro previo?, ;qué formulacién se tiene para
este caso?

Vision retrospectiva del proceso de solu-
cion. El proceso de solucion del problema
ofrece oportunidades para que los estu-
diantes:

a) obtengan informacién numérica y la orga-
nicen de manera sistematica

b) se percaten de la utilidad que tiene el usar
diferentes representaciones de la informa-
cion disponible, en particular resalta la im-
portancia de sistematizar la informacion me-
diante el uso de una lista ordenada de los

182

, es decir, edio de ,
datos, es decir, por medio de una tabla, lo
que a la vez permite la construccion de una
grafica a partir de los datos

c) comparen la consistencia entre los resulta-
dos obtenidos directamente de las condicio-
nes del problema con los que se obtienen de
formulas obtenidas en la discusion

d) valoren la importancia de abordar casos
particulares en el proceso de solucion de un
problema

e) generalicen a partir del estudio de casos
particulares. Esto les muestra la necesidad de
usar simbolos y términos para abordar situa-
ciones generales.

4. Guia de aplicacion para el
estudiante

Nombre del estudiante:
Nivel:

Escuela:

Dependencia

Fecha:

Instrucciones. Lea cuidadosamente la des-
cripcion y explicacion que un médico le pro-
porciona a su ayudante de laboratorio cuan-
do se prescribe medicamento. Conteste las
preguntas que se indican mostrando todas
las ideas y recursos matematicos que emplee
en el proceso de solucion.

Descripcion del suministro. Un médico exa-
mina a un paciente y le receta un tipo de me-
dicamento que le ayude a combatir cierta en-
fermedad. Por cada suministro, la dosis de
sustancia activa del medicamento que le re-
ceta es de 16 unidades. El médico le da la si-
guiente descripcion del suministro a su ayu-
dante de laboratorio con la finalidad de hacer
un estudio posterior.



a) Dosis por cada suministro son de 16 uni-

dades.

b) Cuando el paciente recibe un suministro
de medicamento, su organismo inicia inme-
diatamente un proceso para asimilar las 16
unidades, y este proceso termina a los 10 mi-
nutos de iniciado. Asi, diez minutos después
del primer suministro, el cuerpo del paciente
habra asimilado la cantidad total de sustan-
cia activa que le fue suministrada.

c) Al momento que el organismo del pacien-
te asimila el total de la sustancia activa que le
fue suministrada, se inicia un proceso de eli-
minacion del medicamento.

d) Cuando la cantidad maxima de medica-
mento previa a un suministro se ha reducido
a la mitad, tiene lugar el siguiente, iniciando-
se un aumento en la cantidad de sustancia
activa en el organismo del paciente. Para el
medicamento que se esta suministrando, el
médico indica que esa reduccion se logra
cada 4 horas a partir de suministro. Por ejem-
plo, el segundo suministro se realizara cuan-
do la cantidad de sustancia activa sea de 8
unidades, lo cual ocurrira cuando hayan
transcurrido cuatro horas después del primer
suministro.

e) El paciente recibira varios suministros du-
rante el tratamiento.

A partir de esta descripcion del suministro,
responda las siguientes preguntas relaciona-
das con la cantidad de sustancia activa que
permanecera en el cuerpo del paciente en
diferentes momentos:

Comprension de la situacion o problema.
Explique en forma verbal y con sus propias
palabras la descripcion del suministro.

— ;Qué cantidad de sustancia recibe el pa-
ciente en cada suministro?
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— ;Cuanto tiempo transcurre en asimilar la
primera dosis?

— ;En cuanto se ha reducido la cantidad de
sustancia al momento del segundo sumi-
nistro?

Diseno y puesta en practica
de un plan

a) ;Qué cantidad de medicamento ha reteni-
do el organismo del paciente al momento de
cada suministro? En una tabla, describa la
cantidad de sustancia activa que permanece
en el cuerpo del paciente en el momento
que se realiza el suministro, durante las pri-
meras treinta y seis horas.

b) ;Qué cantidad de medicamento se acu-
mula en el organismo 10 minutos después
de cada suministro? En una tabla describa
la cantidad de medicamento que acumula
el organismo del paciente 10 minutos des-
pués de cada suministro durante las prime-
ras treinta y seis horas.

c) A partir de la informacioén incluida en las
tablas anteriores, represente en una grafica la
cantidad de sustancia activa que retiene el
paciente en el momento de cada suministro
(cada 4 horas) y diez minutos después de
éste.

d) Describa lo que se observa en la grafica,
en términos del seguimiento del tratamien-
to. ;Qué diferencias resaltan entre las re-
presentaciones tabular y grafica de la infor-
macion referente al tratamiento?

e) En una tabla, describa la cantidad de sus-
tancia activa en el organismo del paciente
para los primeros 7 suministros. El resultado
expréselo como se indica en los siguientes
ejemplos. La cantidad de sustancia activa en
el tercer y cuarto suministro se puede repre-
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sentar como
(8+16)/2y([(8+16)/2+16]/2=(8+16+2-16)/2,
respectivamente (explique). ;Existe alguna
regularidad o patron en la cantidad de sus-
tancia activa para cada suministro? ;Como
se puede expresar la cantidad de sustancia
activa para cada suministro? ;Como se pue-
de expresar la cantidad de sustancia activa
almacenada por el organismo del paciente
en el n-ésimo suministro?

f) Determine la expresion que ayude a calcu-
lar la cantidad de sustancia activa 10 minutos
después del n-ésimo suministro.

g) Se observa (figura 8) que en dos suministros
consecutivos, n 'y (n + 1) existe un momento
(10 minutos después del primer suministro)
donde la cantidad del primer suministro C, se
incrementa en 16 unidades. Si se unen con
rectas los puntos (n,C,), (n+1/24,C,+ 16)y
(n+1, C,+4) calcule las pendiente de estas dos
rectas. ;Qué significa el valor de las pendientes
en relacion al tratamiento?

h) En las condiciones del tratamiento se ob-
serva que el paciente tiene un factor de elimi-
nacion de 1/2, lo cual significa que al mo-
mento de un suministro, el organismo ha
eliminado la mitad de la cantidad maxima
que alcanzé 10 minutos después del suminis-
tro previo. ;Cual es el comportamiento en un
proceso similar al anterior para un paciente
que tiene un factor de eliminacion de 1/32
;Cual es el comportamiento en un proceso
similar al anterior para un paciente con factor
de eliminacion de 1/4?

[) Caso General. Si ahora en cada suminis-
tro el paciente recibe d unidades de sustan-
cia activa, el factor de eliminacién es ry se
mantiene el cuadro de comportamiento
anterior, entonces la siguiente tabla descri-
be los primeros tres suministros y lo que
ocurre en cuanto a la cantidad de sustancia
activa en el cuerpo del paciente al momen-
to del suministro y diez minutos después
de éste.

Variacidn entre suministros consecutivos

organis mo

ULy

Cantidad de s ustancia activa en el

(n+1/24,C,+16)

(n+1.Q+1)

|
n

Tiempo - Suministros

[
1

Figura 8



Cualidades y procesos matematicos importantes en la resolucion de problemas: un caso hipotético de suministro de medicamento

Complete la tabla 5 para los suministros Nos.  que describa lo que ocurre en el n-ésimo su-
4, 5 y 6. Encuentre una expresiéon general  ministro.

Tabla 5

Cantidad de sustancia activa en el LA e L e G @

Suministro No. . . cuerpo 10 minutos después del
cuerpo al momento del suministro . .
suministro

1 0 d

2 d+rd=d(1-r) d(1-r+d=d[(1-r+1]

di(1-r)+1]-rd[(1-1)+1]
3 = d{(1-n+1][1-1]
= d[(1-rP+(1-0)

dl(1-r2+(1-n]+d
= d[(1-rP+(1-n)+1]
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Un problema de variacion

En el sistema cartesiano graficar la funcion
y =-2x + 8. Dibujar un rectangulo en el pri-
mer cuadrante de tal manera que uno de
sus vértices sea el origen del sistema coor-
denado, otro vértice se encuentre sobre la
grafica de y =- 2x + 8 y el segmento que une
este vértice con el origen sea una diagonal
del rectangulo. ;Donde se ubicaran los
otros dos vértices?

Indagacion

1. ;Qué parametros hay que atender para gra-
ficar la funcion y = - 2x + 8? Dos caminos pue-
den plantearse en esta direccion:

— enfocar la atencién sobre algunos puntos
cuyas coordenadas satisfagan la expresion

— identificar los parametros fundamentales,
pendiente y ordenada al origen, para grafi-
car la ecuacion. ;Cémo se obtiene la pen-
diente de una recta? ;Qué informacion de
la recta proporciona el valor de la pendien-
te? ;Qué relacion existe entre el valor de la
pendiente y el angulo de inclinacién de la
recta?

Entre los aspectos importantes que se gene-
ran en el tratamiento de la situacion inicial se
destacan:
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El conocimiento del plano cartesiano en
relacion a cémo graficar puntos y lo que
significa que las coordenadas de un con-
junto de puntos satisfagan la ecuacién de
la recta. Es decir, un punto P(x,y) pertene-
ce ala grafica de y =f(x) si y solamente si el
par (x,y) satisface la ecuacion y = f(x). Esta
informacion es importante para ubicar
uno de los vértices del rectangulo (el que
esta sobre la recta).

El conocimiento geométrico de la linea
recta. Aqui es importante entender con-
ceptos como punto, angulo, linea paralela
y hechos como el que dos puntos deter-
minan una recta.

El conocimiento de que un punto sobre la
recta y la direccion de ésta,4 son condi-
ciones suficientes para determinarla.

El conocimiento del significado geométri-
co de los parametros my b en la ecuacion
de larectay=mx+b. Por ejemplo, b en la
ecuacion significa que la grafica de y = mx
+ b corta al eje y en el punto (0,b).

El pensar simultaneamente la grafica de la
ecuacion y = mx + b como una coleccién
de puntos y como una entidad. Aqui con-
viene reflexionar sobre los efectos que se
producen en la representacion grafica al



efectuar cambios en los valores de my b.
Por ejemplo, ;qué le ocurre a la recta si el
valor de b aumenta?, ;qué le pasa a la rec-
ta cuando b es negativo?

Las siguientes actividades y preguntas se re-
lacionan con los aspectos mencionados.

a) Proponga distintos valores paramy b en la
expresion y = mx + b, construya la grafica
para cada caso y reporte lo que observa a
partir de los efectos que estos valores produ-
cen en las graficas correspondientes.

b) ;Qué puntos se deben seleccionar para
dar una indicaciéon precisa del comporta-
miento de la grafica?, ;qué ocurre si se man-
tiene un valor fijo de un parametro (pendien-
te u ordenada al origen) y el otro varia?

,00; 8.00]
=-2x+8
,00; 4,00]
X y=-2x+8
1 4,00 0,00
2 2.00 4,00
3 0.00 8.00
4.00 cm
1
i |
2.00 cm bil]l]; 0.00]

Figura 1

c) ;Se puede encontrar un punto sobre la rec-
ta si se sabe el valor de su primera coordena-
da? Por ejemplo, ;cual seria el valor de la se-
gunda coordenada de los puntos P;( 3, ?) y
P,(5, ?) para que se encuentren sobre la rec-
ta? ;Estan estos puntos en el primer cuadran-
te? jExplique!
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d) ;Qué valores puede tomar la primera
coordenada si se quiere que el punto P(x, y)
sobre la recta aparezca en el primer cuadran-
te?

e) ;Como se determinan las coordenadas de
un punto sobre la recta? ;Qué informacion
proveen las coordenadas de un punto P(x, y)?

2. Después de haber representado la linea
recta de ecuacion y = - 2x + 8, el siguiente
paso es dibujar un rectangulo que satisfaga las
condiciones que se indican. Una pregunta
aqui es: jexiste suficiente informacion para di-
bujarlo? Para responder, es importante ubicar
el rectangulo en términos de sus propiedades
(dos pares de lados paralelos, cuatro angulos
rectos, dos pares de lados congruentes) y veri-
ficar que éstas se cumplen en la figura.

2%+ 8

2.00 cm

Figura 2

;Cual es la informacion importante que
se debe considerar en la construccion
del rectangulo?

Este debe ubicarse en el primer cuadran-
te, uno de sus vértices debe ser el origen,
el vértice opuesto al origen sobre la diago-
nal debe ubicarse sobre la linea recta.
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b. ;Por qué el rectangulo de la figura 2 no
cumple con todas las condiciones que se pi-
den?

Se observa que la condicion que no cumple
es que el vértice superior derecho no se en-
cuentra sobre la graficadey =-2x+8

La figura 3 muestra un rectangulo que cum-
ple todas las condiciones requeridas (el estu-
diante debe verificar que la figura satisface
todas las condiciones)

N

2.00 cm

Figura 3

c) ;Se puede dibujar otro rectangulo que
cumpla las condiciones iniciales? ;Cuantos
rectangulos mas se pueden dibujar con las
condiciones establecidas?

Una idea matematica importante que puede
comenzar a explotarse es la idea de varia-
cion. Por ejemplo, se ha observado que es
posible construir varios rectangulos que
cumplan las condiciones iniciales. Atributos
como el perimetro y el area pueden utilizarse
como referencia para comparar las cualida-
des de algunos rectangulos dibujados.
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En la figura 4 se observa que los rectangulos
OASH, OBRG, OCQF y ODPE cumplen las condi-
ciones requeridas (explicar).

Figura 4

3. Dibuje cuatro rectangulos que satisfagan
las condiciones iniciales y calcule las areas y
perimetros correspondientes. Explique como
determinar la informacion necesaria para rea-
lizar los calculos. Haga una tabla en donde
muestre la longitud de los lados de cada rec-
tangulo, sus areas y perimetros correspon-
dientes. Incluya en la tabla el caso donde el
valor del lado que esta sobre el eje x tenga
longitud x.

Alllenar la tabla se utiliza la relacién que exis-
te entre los puntos que estan sobre el seg-
mento de la recta y las dimensiones del rec-
tangulo (;c6mo se obtiene la altura en cada
rectangulo? )

4. Dibuje las graficas asociadas al perimetro
P(x) =-2x + 16 y al area Q(x) = 2x? + 8x.

5. Describa el comportamiento de las grafi-
cas en términos de los lados del rectangulo y
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¥
[i]
b
Perimetro = 14 cm
N Area = 6 cm™2
4
— Perimetro = 12 cm
Area = 8 cm*?
? Perimetro = 10 cm
=T Area = 6 cm"2
1 b Perimetro = 9 cm
Area = 3.5 cm™2
1 2 3 35 \1
Figura 5
Base | Altura Perimetro Area
1cm 6 cm 14 cm 6 cm?
2cm 4 cm 12 cm 8 cm?
3cm 2 cm 10 cm 6 cm?
3.5cm 1cm 9 cm 3.5 cm?
- 2x + X (-2x+ 8) =
‘em Jrt8 2(x-2x+8)cm | x( )
=2x+ 16 cm -2x24+8x cm?2

su correspondiente perimetro y area. Por
ejemplo, si el lado que va del origen O, al
punto A es 2, entonces el otro lado corres-
pondiente del rectangulo OAPB sera 4. Para
este rectangulo el area sera 8 cm?y su corres-
pondiente perimetro 12 cm. En las graficas,
estos puntos son (2,4) y (2,12).
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- (2.12)

y=-2x+16

(2.8)

y=-2x2+8

P (2.4]

y=-2x+

N\

2

Figura 6

A partir de la figura 6, conteste las siguientes
preguntas:

a) ;Existe un rectangulo que tenga un area de
9 cm?? Explique.

b) ;Existe un rectangulo que tenga un peri-
metro de 9 cm? Explique.

c) Al observar la gréfica del area, se nota que
para algunos valores del area se pueden en-
contrar dos rectangulos que tengan ese va-
lor. Proporcione tres ejemplos de pares de
rectangulos que tengan una misma area.
;Ocurrira lo mismo para el caso del perime-
tro? Es decir, ;habra dos rectangulos que ten-
gan un mismo perimetro?

Enlafigura 7, el rectangulo OABC con lados 1
cmy 6 cm, y el rectangulo ODEF con lados 3
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¥
=-2xA4 08
2w 2-Bx+y=0
G B
6.00 2
F E
6.00, \cm?®
O 1 A
1,00 cm3.00 cm D \

=-2x+8

Area=
0,00
1.02
1.98
3,36
413
5,22
5.81
6,51
7,22
770
7,94
7,92

Lado del rectangulo
0,00
0,13
0,26
0,48
0,61
0,82
0,95
1.14
1,38
1.61
1.83
2,20

2= He - H A H SR H )

10
11
12

Areac7,47 cm

1
Lado del rectangulo2,51 cm

Figura 7

cm y 2 cm, tienen la misma area igual a 6
cm?.

d) ;En cuantos puntos una linea paralela al
eje de las abscisas, que pase por algin valor
del area corta a la grafica del area? Explicar.

e) Haga una tabla donde se muestre el va-
lor del drea de varios rectangulos y sus di-
mensiones. Describa lo que observa res-
pecto al comportamiento del area.

f) sExiste un valor del &rea en donde solamen-
te exista un rectangulo con ese valor? ;Puede
calcular el valor del area y las dimensiones de
ese rectangulo?

7. Compare el comportamiento de la grafica
del area (parabola) con los valores de la tabla
en la figura 8.

a) ;Qué conexion tiene el vértice de la para-
bola con los valores de la tabla?
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Figura 8

b) Escriba lo que observa en términos de las
dimensiones del rectangulo con el valor del
area.

Conclusiones

La tarea planteada inicialmente fue la de re-
presentar en el plano cartesiano una linea
recta y un rectangulo con ciertas condicio-
nes. Después hubo oportunidad de analizar
el comportamiento de atributos como el pe-
rimetro y el area de rectangulos a partir del
enfoque y la cuantificacion de algunos as-
pectos de variacion. Se destaca la relacion
entre la situacion inicial, la representacion
analitica de los atributos y sus respectivas
graficas. Para esta situacion inicial se observo
que tanto el perimetro como el area depen-
dian de las dimensiones que se le asignaban
a los lados del rectangulo; en particular, para
el area, habia casos en que para un valor de-



terminado se podian encontrar dos rectan-
gulos con ese mismo valor.

Los ingredientes importantes de la situacion
inicial incluian una linea recta, un rectangulo
en el primer cuadrante, etc. Una pregunta
importante aqui es:

sQué le pasaria al perimetro y al area del rec-
tangulo si ahora en lugar de tener uno de sus
vértices sobre la recta con ecuaciény =-2x +8,
lo tiene sobre la grafica de y = 2/x ¢

-2=0

Figura 9

Antes de abordar formalmente el problema
seria importante que los estudiantes plantea-
ran y explicaran sus conjeturas.

Una forma de investigar el comportamiento
del perimetro y el drea de los rectangulos
que se formen, es a partir de la representa-
cion analitica de estos atributos. Es decir, si x
representa la longitud del lado del rectangu-
lo que descansa sobre el eje x, entonces se
tiene que:

P(x)=2(x + 2/x) = 2x + 4/x = (2x* + 4)/x

representa el perimetro del rectangulo de
lado x.

Alx) =x(2/x) =2
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representa el area del rectangulo de lado x.

;Qué se observa en estas dos representacio-
nes?

En la figura 10 aparecen los elementos im-
portantes del problema:

La grafica del perimetro y una tabla donde
aparecen las dimensiones de un lado del
rectangulo y su correspondiente perime-
tro. ;Como se obtiene el otro lado? Verifi-
que que el valor del perimetro que
aparece en la tabla corresponde al rectan-
gulo respectivo.

Un rectangulo con dimensiones 1.39 cm
x 1.44 cm, cuya area y perimetro son 2
cm?y 5.66 cm respectivamente.

La gréfica de la expresion y = 2/x
La grafica del perimetro P(x) = (2x* +4) / x

. Describa el comportamiento de los atribu-
tos del rectangulo a partir del analisis de las
representaciones anteriores.

;Cuales son las diferencias y semejanzas
entre el comportamiento del rectangulo en
la situacion inicial donde uno de sus vérti-
ces estaba en una recta y ahora ese vértice
estd sobre la curva y = 2/x?

9. Enla primera parte de la situacion se abor-
daron algunos aspectos que aparecen en la
representacion de la linea recta. Cuando se
trabajo la representacion del area del rec-
tangulo, apareci6 una expresion de la forma
A (x) =-2x? + 8x, que es un caso particular de
la expresion y =ax?+ bx + c. Con la ayuda de
la calculadora, o de algiin programa compu-
tacional, verifique lo siguiente:

a) Cambios en a cambian la “anchura” de la
parabola y posiblemente su concavidad y
mueven el vértice.
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¥
y=[2x2 + 4
Lado del rectangulo Perimetro
1 0,46 9,66
2 0,57 8,14
3 0,66 7,40
L 0,77 6,73
b 0,86 6,38
6 0,97 6,06
7 1,06 5,90
. 8 117 5,76
(2,37 6,43) 9 1°9 570
10 1,37 5,66
11 1,46 5,66
12 1,57 5,69
13 1,66 573
14 1.77 5,80
15 1,86 5,87
16 1,97 5,97
17 2.06 6,06
18 217 6,18
19 2,26 6,29
xy=2 20 2,37 5,43
3

Figura 10

b) Cambios en b dejan la forma de la parabo-
la idéntica pero trasladan el vértice.

c) Cambios en c trasladan la parabola verti-
calmente.

10. Si ahora se escribe la expresion, toma la
forma y = a(x-b)* + c. Verifique con unos
ejemplos que:

a) Cambios en a afectan solamente la anchu-
ray la concavidad de la parabola.
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b) Cambios en by c se traducen en traslacio-
nes horizontal o vertical de la parabola res-
pectivamente.

c) En esta expresion el vértice de la parabola
se identifica como (b,c). Asi por ejemplo, la
expresion -2x? + 8x, se puede escribir como
-2(x + 2)? + 8, de donde el vértice viene dado
por (2,8).



Capitulo

Articulos sobre tecnologia

En este capitulo se recopilan documentos
que sirvieron de base al seminario de forma-
cion de docentes llevado a cabo en la moda-
lidad virtual, desde septiembre de 1999 y a
lo largo de los anos 2000 y 2001.

Bajo la asesoria del doctor Luis Moreno vy
con el apoyo de la Hemeroteca Nacional del
ICFES, entidad que puso a disposicién del pro-
yecto una lista de discusion electrénica, se
propicio un permanente intercambio de
ideas y el debate académico entre los partici-
pantes, ademas del envio de informacion (ar-
ticulos, informes, comunicaciones) y la socia-

1
hasta agosto de 2001.
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lizacion de actividades'. Los puntos centrales
de la discusion tedrica, que sirvieron de base
para la reflexion de los grupos de estudio y
para consolidar la fundamentacién concep-
tual, giraron en torno a la contribucion de la
epistemologia constructivista a la didactica
de las matematicas, el papel de la representa-
cion en el desarrollo del conocimiento y la
cognicion, la evolucién del conocimiento
matematico como un proceso afectado por
tensiones entre lo concreto y lo abstracto y
reflexiones en torno al sentido de la demos-
tracion en matematicas, entre otros.

Préximamente saldra publicado un documento que contiene la discusion sostenida en la LISTA DE INTERES desde septiembre de 1999



Educacion matematica: investigacion
y tecnologia en el nuevo siglo:

Introduccion

A mediados del presente siglo surgen, en el
panorama internacional, los primeros en-
cuentros que se proponen discutir resultados
de la investigacion educativa en el campo de
las matematicas. Inicialmente la investiga-
cion se orient6 hacia los llamados errores de
comprension, interés que llevo a la decision
de disenar estrategias que permitieran supe-
rar las deficiencias atribuibles a los métodos
de ensenanza. En este caso, el enfoque tiene
como hipétesis de base una concepcion del
conocimiento (matematico) segun la cual el
significado de un enunciado es Unico, y en
consecuencia la comprension esta en fun-
cion de la transmision. Sin embargo, sabe-
mos que los estudiantes desarrollan formas
de conocimiento que no coinciden con el
conocimiento escolar oficial, lo cual esta en
abierto contraste con aquella supuesta trans-
parencia del conocimiento.

Las concepciones iniciales sobre el conoci-
miento basadas en el modelo de transmi-
sion/ recepcién mecanicas, se vieron fuerte-

2
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mente cuestionadas por el constructivismo
epistemologico y sus versiones educativas.
Para entender la presencia de esta nueva ma-
nera de mirar los fenémenos de la cognicion
y de la educacion, conviene ubicarnos en
una perspectiva histérica.

En su Critica de la Razén Pura, Kant afirma
que al entrar en contacto con su objeto de
conocimiento, el sujeto recibe impresiones
sensibles que somete a un proceso organiza-
dor. Esto lo hace, segin Kant, mediante sus
estructuras cognitivas innatas. Asi como un li-
quido adopta la forma del recipiente que lo
contiene, asi también las impresiones senso-
riales adoptan las formas que les son impues-
tas por las estructuras cognitivas que las pro-
cesan; el resultado de este procesamiento es
el conocimiento. La capacidad cognoscitiva
del sujeto tiene como limites aquellos que le
son impuestos por el dominio de su expe-
riencia posible.

En sintesis, hay dos consecuencias funda-
mentales del enfoque kantiano. La primera
es que el conocimiento deja de ser concebi-

Publicado en la revista Avance y Perspectiva, Vol. 18, 1999, 325 - 333.



do como representacion de una realidad ex-
terna y, en su lugar, el conocimiento se con-
cibe como resultado de la interaccion entre
el sujeto (provisto de sus estructuras cognos-
citivas) y sus “experiencias sensoriales”. La
segunda es que el sujeto ya no es pasivo fren-
te al objeto de su conocimiento. A esta solu-
cion brillante le faltaba contestar: ;de dénde
provienen los instrumentos cognoscitivos
que sirven para transformar las experiencias
del sujeto?

La epistemologia constructivista piagetiana
ha sido una de las respuestas mas elaboradas
a estos interrogantes de orden epistemoldgi-
co vy, sin proponérselo explicitamente, se
constituyo en una base de sustentacion for-
midable para el constructivismo desde la
perspectiva de la educacion. Sin embargo,
las tesis epistemologicas de este constructi-
vismo fueron, con frecuencia, trasladadas
mecanicamente al campo educativo dando
como resultado una especie de “desliza-
miento” desde la epistemologia hacia la di-
dactica.

La Mediacion Instrumental

Cuando un nino explora su entorno llega,
eventualmente, al convencimiento de que
hay mucho mas en su entorno material inme-
diato y muchos mas fenémenos que no le
son accesibles mediante sus excursiones lo-
cales. Esta certeza puede llegarle de innume-
rables formas: a través de lo que observa por
la ventanilla del autobus que le lleva a la es-
cuela, o cualquier otro medio de observa-
cion del mundo material y social que le ro-
dea. De esta manera comprende que tiene
que preguntar. No tiene respuesta para to-
dos sus interrogantes. La pregunta es su nue-
vo método de exploracion. El lenguaje se
torna un instrumento fundamental de la so-

Educacién matematica: investigacion y tecnologia en el nuevo siglo

cializacion de sus conocimientos. Desde lue-
go, en la escuela, esta mediacion lingliistica
alcanza un mayor grado de sistematizacion:
los dominios de exploracion ya no son sola-
mente los propios sino, también, aquellos
propuestos institucionalmente.

La presencia de los instrumentos computa-
cionales en la educacion matematica, ha he-
cho evidente un principio de mediacién ge-
neral, sistematizado en el trabajo de Wertsch
(1993):

Toda accién cognitiva es una accion mediada
por instrumentos materiales o simbélicos.

Puede tratarse de un lapiz, de una cana de
pescar, de un texto o de una computadora.
En todos los casos, el conocimiento produci-
do depende de los instrumentos de media-
cién que pongamos en juego para su cons-
truccion, y del lugar que tales instrumentos
tengan en el entorno sociocultural.

Como lo ha expresado Wertsch (1993) “el
funcionamiento mental se concibe como in-
trinsecamente vinculado a los entornos cultu-
rales, historicos e institucionales”. Este nuevo
enfoque sobre el funcionamiento cognitivo
viene a completar un cuadro al que le falta-
ba, digamos, perspectiva. Las relaciones en-
tre el funcionamiento cognitivo y los entor-
nos socioculturales han recibido una aten-
cion creciente en los ultimos anos debido en
parte a una insatisfaccion con los modelos in-
terpretativos previos y en parte también, por
la presencia de los sistemas computaciona-
les en la educacion matematica. Enfaticemos
esta posicion con un ejemplo (Wertsch,
1998). Se trata de resaltar la relacion indiso-
luble entre el instrumento de mediacién vy el
agente (es decir, la persona involucrada en la
accion). Al realizar una multiplicacién si uno
pregunta a la persona: ;quién realizé las ope-
raciones? seguramente contestara: “yo”. Des-
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de la perspectiva de la accion mediada, la
respuesta debe ser: “yo y la herramienta cul-
tural que usé”. En efecto, la multiplicacion
exige el empleo del sistema de notacion nu-
mérica de manera esencial.

Signos y representaciones

La produccion de signos y representaciones
es crucial para el estudio del conocimiento y
de la cognicion. Los sistemas de representa-
cion son instrumentos de mediacion. Los sis-
temas de representacion que usamos en las
matematicas tienen un origen cultural y por
lo tanto hay una dimension cultural en el co-
nocimiento que se produce con el auxilio de
su mediacion. Esto, sin embargo, no compro-
mete la objetividad del conocimiento, pero si
nos obliga a reformular el problema de la ob-
jetividad en términos diferentes a aquellos
heredados del realismo epistemoldgico.

En una situacion de aprendizaje, los signos
forman parte de los elementos estructuran-
tes de la relacion entre el estudiante y el con-
cepto que gradualmente se va produciendo.
Cambiar el sistema de representacion con-
duce a subrayar diferentes caracteristicas del
concepto emergente.

Las matematicas, como toda otra actividad
intelectual, sufren la profunda influencia de
las tecnologias existentes. Con el correr del
tiempo, las tecnologias se tornan “invisi-
bles” y las actividades que se generan a
partir de ellas se conciben como activida-
des matematicas per se, independientes de
aquella tecnologia. Entonces surge, por
ejemplo, la nocién de una actividad mate-
matica “pura”, al margen de su entorno so-
ciocultural. En la escuela, por ejemplo, las
destrezas con los célculos logaritmicos se
ven como independientes de la herramien-
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ta y son “confundidas” con capacidades
matematicas puras. Como si el funciona-
miento del sistema cognitivo fuera inmune
a las herramientas mediante las cuales se
despliega la actividad intelectual.

Las afirmaciones anteriores pueden corrobo-
rarse de manera clara en la investigacion apli-
cada dentro de los sistemas educativos, en
donde se puede apreciar la presencia de las
ideas centrales que han conducido la evolu-
cion de la disciplina, condensada en las pagi-
nas anteriores.

Fin de Siglo: una era de
investigacion aplicada

La ineludible perspectiva de la entrada al
nuevo milenio, impone una reformulacion
de lo que se ensena, del como y del para qué
y, de acuerdo a varios autores, apareceran
en escena nuevas necesidades de prepara-
ciébn matematica que tendran que ser atendi-
das desde la educacion basica. Es decir, pue-
den anticiparse movimientos importantes en
el campo del disefo y desarrollo curriculares,
asi como en la aplicacion de nuevos méto-
dos de ensenanza y uso de herramientas de
aprendizaje; sin embargo, ya desde la pre-
sente década se advierte una gran influencia
de los resultados de las investigaciones desa-
rrolladas en los 80’s, tanto en las reformas
educativas, como en los proyectos de inno-
vacion. Asi, durante los 90’s se aprecia un
uso intensivo, en los sistemas educativos, del
saber acumulado por la comunidad de inves-
tigadores en educacién matematica.

Entre los asuntos estudiados con profundi-
dad en la época senalada, se encuentran los
procesos de transicion que tienen lugar en el
pensamiento matematico de los alumnos
cuando entran a la adolescencia, en relacion



a los cuales se han reportado resultados rele-
vantes, por ejemplo, en cuanto a:

el paso de la aritmética al algebra

— la transicion de los métodos informales a
los métodos formales en la resolucion de
problemas

— el cambio de un pensamiento con lo espe-
cifico a un pensamiento con lo general

— el paso a niveles mas abstractos de pensa-
miento

— el transito del trabajo con el dibujo (nivel
perceptual) al trabajo con el objeto geo-
métrico.

Algunos de estos resultados han contribui-
do a la formulacién de cambios en la ense-
fanza del algebra en diferentes paises,
como por ejemplo en Inglaterra, en donde
se ha pasado de poner énfasis en el papel
de la manipulacién simbdlica a enfatizar el
papel que juegan los métodos informales
que utilizan los alumnos cuando resuelven
problemas en matematicas (Sutherland,
1999). De manera similar, la reforma edu-
cativa de 1993 en México le da mayor im-
portancia al desarrollo de habilidades en
los estudiantes para la resolucion de pro-
blemas y elimina una buena parte del con-
tenido relacionado con las destrezas sin-
tacticas del algebra (SEp, 1993).

En general, y nuevamente en relacion al alge-
bra, puede decirse que las investigaciones de
las dos ultimas décadas han contribuido
—junto con otros factores— a concebir nue-
vos acercamientos a la ensefanzay al apren-
dizaje de esta materia (véase, por ejemplo,
Bednarz, Kieran & Lee, 1996). Dichos acer-
camientos pueden agruparse en cuatro gran-
des categorias:
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a) Funcional: se toman como nociones basi-
cas la variacion y el cambio para introducir
al alumno en el mundo del algebra, con el
fin de darle a ésta un caracter dinamico.

b) A partir de la resolucion de problemas: se
plantean problemas cuya resolucién con-
duzca al alumno a la construccion de las
nociones fundamentales del algebra.

c) A partir de la modelacion: se rescata el
papel del algebra como medio de mode-
lacion del mundo real.

d) A partir de la generalizacion: se parte de
tareas de percepcion y expresion de re-
gularidades o patrones, para dar significa-
do y sentido a las expresiones simbélico
algebraicas.

La incorporacion de nuevas tecnologias, tales
como los ambientes computacionales y las
calculadoras graficas y algebraicas como he-
rramientas de aprendizaje, ha resultado cru-
cial para poner en obra, en el salén de clases,
algunos de los nuevos acercamientos al alge-
bra. Asi, el trabajo de J. Kaput con la herra-
mienta del SimCalc-Math Worlds (Balacheff &
Kaput, 1996) y el de C. Kieran con Carapace
(Kieran, et al 1996) son buenos ejemplos de
un acercamiento funcional, practicamente in-
concebible sin apoyo cibernético. Los estu-
dios experimentales de Heid y Fey (the Com-
puting Intensive Algebra Project), realizados
con el apoyo de graficadores y manipulado-
res simbolicos, ilustran el acercamiento por
medio de la modelacion (Heid, 1996). La hoja
electrénica de calculo, por su parte, es una de
las piezas de tecnologia que ha mostrado una
gran potencialidad para enfatizar el papel del
algebra como medio de modelacién de situa-
ciones del mundo fisico (Sutherland, Rojano
et al, 1996), asi como para experimentar su
caracter dinamico y realizar tareas de genera-
lizacién tanto en versiones numéricas como
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“simbdlicas” (con la sintaxis del propio me-
dio computacional).

Al mismo tiempo que la presencia de las nue-
vas tecnologias iba incorporando una gran ri-
queza a los fenémenos que tradicionalmente
han sido estudiados por la educaciéon matema-
tica, también iba haciendo presentes, junto
con otro tipo de indagaciones, las limitaciones
de los paradigmas de investigacion puestos en
practica hasta hace poco. A este respecto,
cabe mencionar que las expectativas de que
mediante el uso de las nuevas herramientas, la
gran mayoria de los sujetos pudiera acceder a
nociones complejas y poderosas de la mate-
matica, estaban muy basadas en la idea de que
el uso de tales herramientas pudiera generali-
zarse a poblaciones de estudiantes de diferen-
tes edades y de paises con diferentes culturas.
La hipétesis implicita de universalidad del co-
nocimiento matematico escolar y del impacto
cognitivo de las nuevas herramientas fue cues-
tionada, en cuanto se empezaron a realizar in-
vestigaciones interculturales con el uso de tec-
nologia. Tal es el caso de los resultados
arrojados por los trabajos anglo-mexicanos
Spreadsheets Algebra Project y The Role of
Spreadsheets within the School-Mathematical
Practices realizadas de manera conjunta por el
Departamento de Matematica Educativa del
Cinvestav, el Instituto de Educacion de la Uni-
versidad de Londres y la Escuela de Educacion
de la Universidad de Bristol, en el periodo
1990-1997. En el siguiente apartado se descri-
ben someramente algunos de los resultados
de estas investigaciones.

Modelacion matematica:
la interaccion de la cultura
y la practica

Con un acercamiento sociocultural, en el
proyecto The Role of Spreadsheets within the

School-Mathematical Practices se estudian las
maneras en que son utilizadas las matemati-
cas en las practicas escolares en las materias
de ciencias y el papel que juegan las hojas
electronicas de calculo como una herramien-
ta de modelacion matematica (Molyneu,
Rojano et al 1999). En una primera etapa, se
analizaron las diferencias culturales escola-
res en los dos grupos estudiados de alumnos
de 16 a 18 anos de edad (uno en Inglaterray
uno en México) y se analizé como estas dife-
rencias influian en su practica matematica y
en su trabajo con las actividades de modela-
cion con la hoja de calculo. Los resultados
obtenidos reportan claras diferencias entre
estos dos grupos en cuanto a sus preferen-
cias por ciertas representaciones como la
grafica, la tabular numérica y la analitica, en
cuanto a la comprension del tipo de respues-
tas que se esperaba que produjeran, y en
cuanto a su manera de concebir el papel de
la matematica en las materias de ciencias. De
manera simplificada, puede decirse que los
estudiantes ingleses tendian a utilizar prefe-
rentemente la grafica como un medio de
analizar el comportamiento de un fenéme-
no, y que los estudiantes mexicanos tendian
a utilizar la expresion algebraica. El énfasis
que se pone en las escuelas inglesas en el
uso de gréficas y en el acercamiento cualitati-
vo al estudio de las ciencias puede ser una
explicacion plausible de que estos estudian-
tes se muestren mds confiados y prefieran
utilizar las gréficas, mientras que la valora-
cion que se le da al conocimiento formal y a
las respuestas exactas en el aula mexicana de
matematicas puede explicar el que los estu-
diantes mexicanos privilegien el uso de la ex-
presion analitica de la variacion. Aunque las
preferencias de los estudiantes por un tipo
particular de representacion no se modifica-
ron significativamente mediante el uso de la
hoja electrénica como recurso de modela-



cion, al final del trabajo experimental, la
mayoria reconocia lo valioso que era poder
utilizar diversas representaciones. Ademas,
mostraron haber desarrollado la habilidad
necesaria para interpretar el comportamien-
to de fenomenos del mundo fisico a través
de dichas representaciones. Una de las impli-
caciones de estos resultados es que los pro-
cesos cognitivos que se desencadenan du-
rante el aprendizaje no tienen lugar al
margen de la cultura y los valores relativos a
la matematica escolar, por mas que el diseno
experimental contemple condiciones equi-
valentes en cuanto a las actividades de mo-
delacion y a las herramientas informaticas
disponibles en ambos grupos.

Las Calculadoras Algebraicas

Las calculadoras algebraicas actuales incor-
poran, ademas de los sistemas de representa-
cion numérico y grafico, un sistema de mani-
pulacion algebraica. En otras palabras, esto
significa que, ademas de manipular ndmeros
y graficar funciones, la calculadora puede
manipular expresiones algebraicas (factori-
zar polinomios, derivar simbdlicamente una
funcion, hallar su antiderivada, hallar la ex-
presion en fracciones parciales de una fun-
cion racional, etc.). Nos referimos en particu-
lar a estos instrumentos pues su presencia en
los sistemas educativos es mas factible y, por-
que representan una generacion de instru-
mentos informaticos compatibles con las
computadoras tradicionales. Gran parte de
la investigacion ha tomado en cuenta la
transformacion de estas herramientas en ins-
trumentos matematicos escolares (Ruthven,
1996; Guin, D. y Trouche, L. 1999)

Una situacion matematica puede ser estudia-
da desde cualquiera de estos puntos de vista
(numérico, grafico o simbdlico) y, lo que re-
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sulta alin mas importante desde una
perspectiva cognitiva, dicha situacion puede
estudiarse integradamente, desde los tres
puntos de vista abriendo asi la posibilidad a
un establecimiento de nuevas relaciones en-
tre las representaciones y, por ende, a una
mayor elaboracion conceptual de los obje-
tos matematicos involucrados en la situacion
bajo estudio. No es extrano pues, que las cal-
culadoras algebraicas hayan resultado de in-
terés para la comunidad de investigadores y
educadores preocupados por entender el
proceso de articulacién:

curriculum <—tecnologias informaticas,

y también el proceso de produccién de los
objetos matematicos. Es importante senalar a
este respecto, que las investigaciones recien-
tes (Balacheff y Kaput, 1996) han mostrado
que el mayor impacto de las tecnologias en
los sistemas educativos ha sido de orden
epistemologico y cognitivo, pues han contri-
buido a generar una nueva forma de realis-
mo a partir de las opciones de manipulacion
abiertas por las representaciones computa-
cionales. En esta direccion las investigacio-
nes son amplias y numerosas (véase la biblio-
graffa de este articulo). Un tema recurrente
ha sido el estudio del impacto sobre las prac-
ticas escolares. Es un punto de vista que se
cristaliza en los proyectos de investigacion
aplicada (Moreno, Rojano, Bonilla y Perrus-
quia, 1999).

El papel de los instrumentos va mas alla que
el de servir de protesis para la accion. La pre-
sencia de tales instrumentos puede reorgani-
zar todo el funcionamiento cognitivo. Por
ejemplo, puede contribuir al rediseno de las
estrategias de resolucion de problemasy a la
reconceptualizacion mediante la sustitucion
de un sistema de representacion. No olvide-

199



Incorporacién de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacion Media de Colombia

mos que toda accion orientada a un aprendi-
zaje, es una accion instrumental — basta re-
cordar las profundas transformaciones en las
sociedades como consecuencia del paso de
las tradiciones orales a las escritas (Donald,
1993); la escritura en las sociedades moder-
nas no puede disociarse de los instrumentos
tecnolégicos como papel, lapiz (sin que ello
implique su reduccién a una forma de tecno-
logia).

De cara a las calculadoras algebraicas esta-
mos entonces ante dos posibilidades:

i) entenderlas como herramientas de am-
plificacién

entenderlas como herramientas de reor-
ganizacion cognitiva.

ii)

En realidad, como veremos mas adelante, es-
tas posibilidades constituyen las dos etapas
de un mismo proceso: al introducir las calcu-
ladoras en la actividad de los estudiantes, se
termina produciendo una nueva actividad
matematica que, a su vez, genera una reorga-
nizacion del conocimiento de los estudian-
tes. Debemos apresurarnos a decir que el
paso de (i) a (ii) no es automatico y es mas
bien lento y complejo (Moreno, 1999). Por
esto, tiene sentido desde una perspectiva cu-
rricular, examinar a fondo el papel de la cal-
culadora como instrumento de amplificacion
dentro de un curriculum establecido. Esto
ocurre dentro de un proyecto de desarrollo.
El paso de (i) a (ii) conviene investigarlo den-
tro de un proyecto de investigacion.

Uno de los objetivos de la investigacion en
este terreno es tratar de entender como hay
que realizar la implementacion de la tecnolo-
gia. Bien sabemos que la primera etapa puede
implicar que tengamos que trabajar dentro
del marco de un curriculum establecido pre-
viamente. Pero las innovaciones exitosas ten-
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dran la capacidad de erosionar los curriculos
tradicionales. Aqui es donde la comprension
que alcancemos sobre el conocimiento pro-
ducido con la mediacion de las herramientas
informaticas, se torna necesaria.

Estos procesos de amplificacion y re-organi-
zacion pueden ilustrarse de la siguiente ma-
nera. La funcion de amplificacion sugiere
pensar en una lupa. La lupa deja ver, amplifi-
cado, aquello que podia ser visto a simple
vista. No cambia, por esto mismo, la estruc-
tura del objeto de nuestra vision. La funcion
de reorganizacion sugiere pensar en un mi-
croscopio. Con el microscopio podemos ver
lo que no era posible sin él. Accedemos en-
tonces a un nuevo estrato de la realidad. Se
abre la posibilidad de estudiar algo nuevo y
de acceder a un conocimiento nuevo.

Todavia no entramos de lleno en la edad de la
cultura virtual. Por ello, aunque son las capaci-
dades cognitivas superiores (modelar, inter-
pretar, etc.) las que mas valoramos en las insti-
tuciones escolares, se siguen enfatizando las
destrezas computacionales sin reconocer que
esas destrezas son propias de una tecnologia
invisible (papel y lapiz) y no caracteristicas de
un pensamiento matematico profundo. De
alli que las nuevas tecnologias, que todavia no
se han hecho invisibles y que permiten que
ciertos calculos se realicen pulsando una tecla
(por ejemplo: extraer una raiz cuadrada) desa-
flan nuestras concepciones tradicionales so-
bre lo que constituye la verdadera capacidad
matematica.

La tradicion ha tendido a concebir la inteli-
gencia como algo que reside enteramente
en el individuo (Kant es uno de los principa-
les forjadores de esta tradicion en el mundo
moderno). En una nueva etapa tecnologica
que nos ha dado sistemas de representacion
ejecutables (que externalizan ciertas funcio-
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nes coghnitivas, por ejemplo graficar una fun-
cion), esa concepcion de inteligencia repre-
senta un obstaculo para imaginar nuevas
formas de empleo de las nuevas tecnologias
en nuestros sistemas educativos.

Por ejemplo, un estudiante dotado de una cal-
culadora graficadora tiene el potencial de de-
sarrollar nuevos métodos, nuevas estrategias
de graficacion, sacando partido de las capaci-
dades de procesamiento de graficacion de su
calculadora. Esto se ha puesto en evidencia
en diversas oportunidades durante sesiones
de graficacion de funciones. Los estudiantes
desarrollan estrategias de graficacion incorpo-
rando la tabla de valores que suministra la cal-
culadora, como parte estructural de la funcion.

La sinergia que puede entonces ponerse en
marcha, capacitaria al estudiante para traba-
jar a un nivel de complejidad matematica
que puede ser totalmente inalcanzable sin di-
cha tecnologia. Una asociacion inteligente
del estudiante y su calculadora amplia su
zona de desarrollo proximo (Wertsch, 1993)
pues le permite descargar en el instrumento
la realizacion de célculos, cuya elaboracion,
por parte del estudiante, se convierte en una
meta en la instruccion tradicional. Imaginan-
do al estudiante con su calculadora, como un
sistema, y entendiendo que la actividad de
este sistema es una forma legitima de activi-
dad matematica, la evaluacion debe incluir,
entonces, la evaluacion de tal sistema.

Los anteriores son ejemplos del impacto que
esta teniendo la investigacion y el uso de las
nuevas tecnologias en los programas y pro-
yectos de transformacién de las practicas
matematicas en la escuela. Eso, que es una
muestra de que nos encontramos en una era
de las aplicaciones, en la que se intenta apro-
vechar los frutos de la investigacion para ha-
cer accesibles a los alumnos de todas las eda-

des las ideas poderosas en matemaéticas y en
la que se dan replanteamientos de fondo de la
educacion matematica en todos los paises,
también nos plantea la necesidad de recupe-
rar el interés por la laboriosa tarea de la inves-
tigacion basica, a fin de profundizar en la na-
turaleza del conocimiento matematico que se
genera a través de los nuevos contenidos de
ensefanza planteados y de las habilidades
que se desarrollan con el uso de los nuevos
medios y herramientas de aprendizaje.
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La epistemologia genética: una
interpretacion’

Resumen

En este articulo nos proponemos introducir la episte-
mologia genética (constructivista) desarrollada por la
escuela piagetiana. Esta epistemologia constituye una
ruptura profunda con las epistemologias tradicionales,
tanto empiristas como racionalistas, pues en ella se re-
definen conceptos centrales como conocimiento y rea-
lidad a partir de un nuevo enfoque sobre las
interacciones del sujeto cognoscente y su objeto de
conocimiento. Los métodos psicogenético e histori-
co-critico estan articulados de manera tal que consti-
tuyen la base empitica de la epistemologia
constructivista, otorgandole entonces, un nivel de
cientificidad del que carecen las demds teorias episte-
moldgicas. De alli que sea pertinente tomarla como
fundamento para construir las bases epistemolégicas
de la educacion cientifica.

Abstract

We will introduce the genetic Epistemology developed
by the Piagetian School, which embodies a radical de-
parture from traditional epistemologies (empiricism
and rationalism). A novel viewpoint is established regar-
ding the interaction between a cognizing subject and
its object of knowledge. Historico-critical analysis and
psychogenesis constitute the empirical scaffolding for
this constructivist epistemology, wherewith it obtains a
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scientificity status foreign to other theories. It follows
that Genetic Epistemology is appropriate as an episte-
mological basis for Science Education.

Introduccion

La epistemologia genética se propone, como
uno de sus objetivos, el andlisis de la forma-
cion y el desarrollo del conocimiento, en par-
ticular, del conocimiento cientifico. Pero la
formacion y el desarrollo del conocimiento
solo son posibles porque hay interaccion en-
tre un sujeto cognoscente y un objeto de co-
nocimiento.

La historia de las epistemologias, empiristas y
aprioristas, muestra que se las puede caracte-
rizar mediante el “peso” que otorgan o bien
al sujeto o bien al objeto de conocimiento, a
la hora de la interaccion. Sin entrar en mayo-
res detalles, vale la pena detenernos un mo-
mento en la consideracion de estas episte-
mologias. El empirismo supone que el sujeto
es esencialmente pasivo en la relacion suje-
to-objeto y afirma en consecuencia, que el
conocimiento tiene su origen en el dato per-

Articulo publicado en la Revista Educacion Matematica, Vol. 1l (3), pp. 5-23, 1996.
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ceptual, suministrado por el objeto. El cono-
cimiento es un modelo-copia del objeto. Esta
posicion se hizo célebre desde Aristoteles,
para quien nada habia en el intelecto que no
hubiese estado antes en los sentidos.

El apriorismo, por su parte, supone que todo
el peso en la interaccion lo lleva el sujeto.
Mediante sus estructuras cognitivas consti-
tuidas de antemano, el sujeto captura al obje-
to para producir el conocimiento.

Pues bien, la historia de las epistemologias
tradicionales consiste, en esencia, en una es-
pecie de competencia entre estas posicio-
nes, empirista y apriorista, que desde luego
no se mantuvieron intactas sino que fueron
desarrollandose como respuesta a las criticas
y objeciones que les planteaban sus adversa-
rios. Nuestro siglo ha presenciado el desen-
volvimiento del empirismo logico, sin duda el
producto mas desarrollado del pensamiento
empirista. Del lado del apriorismo, quiza la
posicion mas soélida provino del sistema kan-
tiano. Habremos de regresar a ella.

En todos estos casos, el sujeto que conoce es
un sujeto adulto, en pleno dominio de sus fa-
cultades intelectuales. Y el objeto de conoci-
miento es (casi siempre) un objeto inmodifi-
cable. De modo que la relacion sujeto-objeto
esta concebida, en estas epistemologias,
como una relaciéon de un unico nivel.

Piaget y la Epistemologia

La obra epistemolégica de Piaget (1896-
1980) vino a cambiar este estado de cosas.
Naturalmente, no es un trabajo de genera-
cién espontanea que rompe con el pasado
simplemente porque lo ignore. En la obra
piagetiana volveremos a encontrar la preo-
cupacion por la estructura de la relacion suje-
to-objeto. Como ocurre con frecuencia en el
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trabajo renovador, no es el problema central
el que cambia sino la forma de indagar sobre
él, la forma de concebir preguntas nuevas so-
bre ese problema que ha estado ante noso-
tros. Para Piaget, el conocimiento no es resul-
tado ni de la sola actividad del sujeto, ni
tampoco de la sola presencia del objeto. El
conocimiento (y en esto ya se aparta de las
epistemologias tradicionales) surge de la in-
teraccion del sujeto y el objeto, en la cual
cada uno influye sobre el otro. Ya no sera po-
sible concebirlos separados: sujeto-objeto es
una unidad dialéctica indisociable.

Conviene hacer notar que la forma de conce-
bir la estructura sujeto-objeto en la epistemo-
logia piagetiana, guarda una cierta relacion
con la forma correspondiente en la episte-
mologia kantiana. Presentemos primero al-
gunas ideas centrales de la epistemologia
kantiana para después apreciar mejor las di-
ferencias.

El sujeto cognoscente kantiano viene dotado
(de fabrica) de una estructura intelectual que
le permite interpretar sus registros perceptua-
les. En la introduccion de su Critica de la Ra-
z6n Pura (Kant, 1972, p. 27), Kant nos dice:

“No hay duda alguna de que todo nues-
tro conocimiento comienza con la ex-
periencia. Pues spor donde iba a desper-
tarse la facultad de conocer...como no
fuera por medio de objetos que hieren
los sentidos...y elaboran asi con la materia
bruta de las impresiones sensibles, un co-
nocimiento de los objetos llamado expe-
riencia?... mas si todo nuestro conoci-
miento comienza con la experiencia no
por ello se origina todo él en la experien-
cia. Bien podria ser que nuestro conoci-
miento fuera compuesto de lo que
recibimos por medio de impresiones y
de lo que nuestra facultad de conocer
(...) proporciona por si misma sin que
distingamos este anadido de aquella




materia fundamental...”

nuestro)

(subrayado

Tenemos entonces, de acuerdo a Kant, una fa-
cultad de conocer antes de la experiencia sen-
sorial, que combinada con la percepcion sen-
sorial produce una forma de conocimiento en
la que no es facil ya distinguir, por separado, ni
el aporte del sujeto ni el aporte del objeto.
Toda la experiencia sensorial es pasada a tra-
vés del tamiz constituido por las estructuras
cognitivas (inherentes) del sujeto. De modo
que nuestro conocimiento del mundo, no es
una representacion (en el sentido de un mode-
lo-copia) de esa realidad externa en nuestro in-
telecto (a pesar de la seduccion del término re-
presentaciéon sobre el que tendremos que
volver), sino una interpretacion, una reconstruc-
cién que hacemos tomando nuestros registros
perceptuales como materia prima y sometién-
dolos al influjo de esa maquina de interpretar y
organizar constituida por nuestro intelecto.
Hasta aqui las semejanzas. Semejanzas, no
coincidencias, como tendremos oportunidad
de mostrar a continuacion. Vayamos pues a las
diferencias.

Para Piaget, el conocimiento tampoco es
una copia de la realidad exterior al sujeto.
Pero, en la interaccién entre el sujeto y el ob-
jeto, aquél se acerca al objeto con determi-
nadas estructuras intelectuales que le permi-
ten asimilarlo y, al mismo tiempo, el objeto
ejerce su influencia sobre el sujeto obligan-
dolo a modificar sus estructuras cognitivas.
Por una parte pues, el conocimiento es resul-
tado de la interaccion y ademas (aqui hay ya
una diferencia de fondo) tanto el sujeto como
el objeto se transforman como resultado de la
interaccion. Asi que, la proxima vez que el su-
jeto se acerque al objeto, ya sera otro sujeto
epistémico el que participa en la interaccion
y serd otro objeto de conocimiento el asimi-
lado a sus (nuevas) estructuras cognitivas.
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Los niveles de interaccion van cambiando
como consecuencia de la actividad cognitiva
del sujeto. El conocimiento producido no es
ni una copia de la realidad externa al sujeto,
ni tampoco es un estado: el conocimiento se
halla en un permanente estado de re-elabo-
racion. Es decir, las conquistas cognitivas del
sujeto se van transformando continuamente
dentro de aquella interaccion. Piaget lo ha
expresado asi, (véase Piaget 1995, p. 324):

La actividad intelectual comienza por la
confusién entre la experiencia y la con-
ciencia de si, por la indiferenciacién en-
tre la asimilacién y la acomodacion...el
conocimiento del mundo exterior co-
mienza por una utilizacién inmediata
de las cosas... la inteligencia no comien-
za asi ni por el conocimiento del yo ni
por las cosas en cuanto tales sino por su
interaccién y orientandose simultanea-
mente hacia los dos polos de esa inte-
raccién, la_inteligencia organiza al
mundo organizandose a si misma (sub-
rayado nuestro).

Otra diferencia de fondo se halla en el ori-
gen de las estructuras cognitivas. Para
Kant, ellas son inherentes al sujeto. Para
Piaget, las estructuras cognitivas se cons-
truyen. Tal construccion empieza desde la
mas tierna edad; es un proceso complejo,
cuya explicacion ha requerido mas de me-
dio siglo de investigacion psicolégicay aun
no termina. Fue necesario elaborar una dis-
ciplina, la psicologia genética, para dar una
respuesta a este interrogante fundamental.
En la proxima seccién daremos algunas in-
dicaciones a este respecto.

Asimilacion y niveles de desarrollo

La naturaleza de los contenidos producidos
en la relacion sujeto-objeto, depende del gra-
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do de desarrollo cognitivo de este sujeto. La
construccién de las estructuras cognitivas
comienza, de acuerdo a la teoria piagetiana,
desde el nacimiento mismo del sujeto. Ha-
blamos de sujeto, no del nifio, por razones
de énfasis. Nos interesa resaltar las caracte-
risticas del nifo, del adolescente, del adulto
en tanto sujetos epistémicos.

En el desarrollo cognitivo, la primera etapa es
de accion externa pura. La adquisicion clave
de este periodo es el esquema sensoriomo-
tor. Un esquema es aquello que es repetible
y generalizable en una accion. Por ejemplo,
succionar (el biberon primero, luego se trans-
fiere al dedo u otro objeto material), jalar,
agarrar, etc. Los esquemas de accién son
algo asi como conceptos practicos que sirven
para incorporar objetos a las acciones. Con
respecto a la inteligencia sensoriomotriz, Pia-
get nos dice (véase Piaget 1995, p. 7):

El estudio de la inteligencia sensoriomo-
triz o practica durante los dos primeros
anos del desarrollo nos ha ensefado
cémo el nifio que asimila directamente
el medio externo a su propia actividad
desde un principio, construye después,
para prolongar esa asimilacién un nd-
mero creciente de esquemas a la vez
mas moviles y aptos para coordinarse
entre si.

Una de las fuentes de confusién y dificultad
cuando tratamos con una disciplina altamen-
te organizada es que las palabras adquieren
un significado mas preciso, un matiz distinto
al que tienen cuando se las emplea en el len-
guaje cotidiano donde la libertad de interpre-
tacion deja margenes amplios y al mismo
tiempo difusos, al campo semantico de las
palabras. Por ello, términos como asimilacion,
equilibracion, conocimiento, objetividad, etc.
tendran que ser gradualmente redefinidos de
acuerdo a la epistemologia genética. Lo em-
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pezaremos a hacer como si se tratara de te-
jer una red con los significados de términos
considerados como centrales dentro de la
teoria.

Insistamos un poco mas en la nocién de es-
quema. Podemos describir un esquema como
un nucleo de accion transferible. El esquema
tiene tres componentes:

i) un mecanismo de reconocimiento de si-
tuaciones

una actividad vinculada a esos reconoci-
mientos

i)
iii) una expectativa sobre el resultado de la
actividad (Glasersfeld, 1991, p. 121).

La asimilacion de un objeto a un esquema de
accion, consiste en identificarlo como admi-
sible para desempenar cierta funcion. Tal
identificacién es un acto de abstraccion. Por
ejemplo, si necesitamos un martillo, pode-
mos sustituirlo por un objeto duro, mas o
menos pesado. Incorporamos asi ese objeto
al esquema. Eso significa que lo identifica-
mos como viable para la accién de martillar.
Si la expectativa sobre el resultado no es sa-
tisfecha, entonces debemos modificar el es-
guema: no se puede incluir cualquier objeto
duro y pesado si ademas, por ejemplo, es fra-
gil. Esta modificacion del esquema, debido a
la presion del objeto que se trata de asimilar,
se conoce como acomodacion. La pareja in-
disociable asimilacién-acomodacién tiene
un lugar central dentro de la teoria, por lo
que estaremos volviendo sobre ella. Por aho-
ra ahadiremos que la asimilaciéon es un acto
de interpretacién, de cémo el sujeto incorpo-
ra al objeto, mientras que la acomodacion es
una respuesta del esquema al objeto. Resulta
del mecanismo de equilibracion del esquema.

El periodo sensoriomotor es de accién pura.
Los esquemas estan orientados hacia el exte-



rior: un esquema de accién es como el equi-
valente practico de un concepto. Mediante
la actividad sensoriomotriz el sujeto logra la
construccion de la permanencia del objeto.
Esta adquisicion es de suma importancia. Tra-
temos de imaginar la concepcién que ten-
driamos del espacio si todos los cuerpos fue-
ran gaseosos, fugaces... Cuando los objetos
percibidos siguen existiendo fuera de nues-
tro campo visual, se ha dado entonces un
gran paso en la construccion del espacio.

Piaget mismo nos dice (Piaget 1995, p. 11) a
este respecto:

Un mundo sin objetos no podria presen-
tar el caracter de homogeneidad espacial
y de coherencia en los desplazamientos
que define nuestro universo. Por otro
lado, la ausencia de “grupos” en los cam-
bios de posicion... equivaldria a transfor-
maciones sin retorno, es decir, a
continuos cambios de estado, a la ausen-
cia de objetos permanentes.

En esta cita, grupos se refiere a que para cada
desplazamiento haya la posibilidad de efec-
tuar el desplazamiento inverso. Como avan-
zar y retroceder por el mismo camino.

Para el sujeto adulto resulta inconcebible el
darse cuenta que hubo un tiempo en que él
no habia construido la permanencia de los
objetos. No somos conscientes de muchas
de estas construcciones. Quiza esto expli-
que, al menos parcialmente, por qué en el
pasado, las epistemologias siempre supusie-
ron un sujeto adulto, activo o pasivo, en la re-
lacion con el objeto de conocimiento. No
fueron conscientes de que esa relacion era
cambiante y que dependia del desarrollo
cognitivo del sujeto. En un plano mas fami-
liar: el experto no puede esperar que su disci-
pulo tenga un conocimiento con el mismo
grado de organizaciéon que el suyo. Eso exige
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un proceso largo y complejo que no se redu-
ce a la lectura de textos, pues, entre otras
cosas, no es cuestion de acercarse a un cono-
cimiento que le esta esperando alli afuera,
sino de comprometerse en un proceso cons-
tructivo. Cuando Kant habla de las estructu-
ras a priori del sujeto (es decir, de las estruc-
turas instaladas ya de nacimiento), con las
cuales organiza al mundo, es como si empe-
zara a contarnos una historia que, desde la
perspectiva genética, hace rato ya comenzé.

Después de la permanencia del objeto, otra
adquisicion central del sujeto la constituye la
capacidad de representacion. Aqui estan in-
cluidos el juego y la imitacion, por ejemplo.
De esta manera, el mundo de la accion que-
da enriquecido con la posibilidad de repre-
sentar las acciones. A pesar de este progreso
que mostrara todo su potencial un poco mas
adelante, en esta etapa el pensamiento del
sujeto sigue anclado a la esfera del compor-
tamiento motor. El sujeto confia en su expe-
riencia perceptual; el progreso se empieza a
manifestar en la posibilidad de representa-
cion de situaciones pasadas.

Posteriormente, las acciones interiorizadas
se organizan de manera tal que adquieren
la reversibilidad. Por ejemplo, ante la pre-
gunta de si hay mas plastilina en una bola o
en la salchicha que se hace con la misma
bola, el sujeto contesta que igual porque
basta deshacer la salchicha y convertirla de
nuevo en la bola original. Este argumento
tiene ya en él la necesidad l6gica, que ma-
nifiesta la aparicion del pensamiento l6gico.
Aunque ya se tiene la capacidad de repre-
sentar operaciones (acciones simbolizadas
mentalmente que son reversibles, como en
el ejemplo anterior) y de razonar l6gicamen-
te, el pensamiento sigue anclado a lo concre-
to: las operaciones sélo se pueden aplicar a
objetos materiales. La capacidad de cons-
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truir seriaciones, clasificaciones (de objetos
por su tamano, por ejemplo), corresponden-
cias entre colecciones, son caracteristicas
del periodo.

Mas adelante el sujeto arriba al periodo de
las operaciones formales. En él, aparece la re-
versibilidad en el plano l6gico; el pensamien-
to abstracto y sobre todo, el pensamiento hi-
potético-deductivo. Debe decirse, que la
transformacion de las estructuras cognitivas
del sujeto no es un proceso de maduracion,
en el que aquél se sienta a esperar la llegada
de las estructuras cognitivas. La construccion
cognitiva implica un proceso activo. Eso no
significa, por otra parte, como ya hemos teni-
do oportunidad de sehalar, que las construc-
ciones sean siempre conscientes.

Un error que no debe cometerse es supo-
ner que estas etapas del desarrollo cogniti-
vo estan claramente separadas. No es asi. Es
mas adecuado pensar las etapas como refe-
rencias generales, como registros de carac-
teristicas centrales del desarrollo cognitivo.
Cada una de las cuales quedara subsumida
en la etapa siguiente. Es decir, (Piaget-Gar-
cia, 1983, p. 9):

..no solo los estadios sucesivos de la
construccion de las diferentes formas
del saber son secuenciales —es decir,
que cada uno es a la vez resultado de las
posibilidades abiertas por el preceden-
te y condicién necesaria de la forma-
cion del siguiente— sino, ademas, cada
nuevo estadio comienza por una reor-
ganizacion a otro nivel, de las principa-
les adquisiciones logradas en los
precedentes.

Asimilacion y acomodacion

La capacidad de simbolizacién vy la interioriza-
cion de las acciones conducen eventualmente
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a la formacion de operaciones y de esquemas
conceptuales. Un objeto se le conoce cuando
se le asimila a un esquema. La asimilacion es
un acto de interpretacion mediante el cual un
objeto es reconocido como admisible (recor-
demos el ejemplo del esquema martillar).
Entonces, al ser asimilado a un esquema, un
objeto queda inserto en una red de relaciones,
mediante las cuales adquiere significado. Es de-
cir, el objeto es conceptualizado. De esta for-
ma, el sujeto va organizando sus experiencias
y, mediante la coordinacion de esquemas, va
construyendo estructuras cognitivas cada vez
con mayor nivel de organizacion. Considere-
mos los ejemplos siguientes: percibir algo
como una montana, es asimilar ese algo me-
diante cierta estructura cognitiva, estructura
constituida por un sistema de esquemas que
involucran espacio, sustancia y volumen. Otro
ejemplo: cuando percibimos algo como una
llave, ese reconocimiento del objeto no tiene
que ver con el hecho de que sea metalico sino
con su forma, que sugiere su funcién. Es decir,
llave es un concepto operativo. El objeto de
nuestra cognicion no llega directo a nuestro
sistema cognitivo. Lo que se produce es una in-
terpretacion del objeto material (o conceptual,
ya veremos ejemplos) en términos de estructu-
ras cognitivas anteriores. Si la interpretacion
permite la accion del sujeto sin mayores con-
flictos, diremos que se ha producido una asimi-
lacion conservadora. Este tipo de asimilaciones
fija el esquema en cuestion dentro de la estruc-
tura cognitiva. Puede ocurrir, empero, que la
asimilacion al esquema no genere el resultado
esperado. En ese caso, ocurre una desequili-
braciéon del esquema cognitivo. El esquema (o
la estructura cognitiva) responde entonces a la
perturbacion, acomodandose a su contenido.

Un objeto, tal como lo entendemos en deter-
minado momento, es una conceptualiza-
cion. La construccion del objeto, que conti-



nuda indefinidamente es, desde la perspectiva
del sujeto, parte del proceso de interioriza-
cion de su entorno.

Esa interiorizacion es un proceso de concep-
tualizacion del entorno y en ese sentido, po-
demos afirmar que el entorno adquiere asi,
su dimension histérica. Queda humanizado.
La objetivacion del conocimiento depende
entonces del aumento de actividad cognitiva
por parte del sujeto, dando como resultado
estructuras mas equilibradas.

En sus comienzos, la asimilacién es esen-
cialmente la utilizacién del medio exter-
no por el sujeto con el fin de alimentar
sus esquemas hereditarios o adquiridos.
Es evidente que tales esquemas, vision,
succién, prension, tienen necesidad de
acomodarse continuamente a las cosas.

A medida que los esquemas se multipli-
can...la asimilacion deja pues de incor-
porar simplemente las cosas a la propia
actividad para establecer una red de re-
laciones cada vez mas estrecha de coor-
dinaciones entre los esquemas que
definen a ésta y en consecuencia entre
las cosas a las que dichos esquemas se
aplican.(Véase Piaget 1995, p. 321).

Un poco mas adelante (p.325) anade:

La asimilacion y la acomodacion consti-
tuyen asi, desde el plano sensoriomo-
tor, un proceso formador analogo al
que representan en el plano de la inteli-
gencia verbal y reflexiva, las relaciones
del pensamiento individual y la sociali-
zacioén: del mismo modo que la acomo-
dacion al punto de vista de los otros
permite al pensamiento individual si-
tuarse en un conjunto de perspectivas
que asegura su objetividad y reduce su
egocentrismo, igualmente, la coordina-
cion de la asimilacién y la acomodacién
sensoriomotrices, conduce al sujeto a
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salirse de si mismo para (...) objetivar su
universo.

En estas citas se encuentra ya la clave para
explicar la objetividad desde un enfoque
epistemologico construtivista. Es decir, des-
de un enfoque que no toma la objetividad
como algo que pueda existir al margen del
sujeto, al margen del observador.

Epistemologia y Psicologia

Es frecuente que una epistemologia haga re-
ferencia a hechos psicolégicos. Por ejemplo,
el empirismo nos dice que el sujeto es pasivo
y se limita a registrar los datos que le suminis-
tra la experiencia. Sin embargo, el empirismo
no ha dado, en ninglin momento de su desa-
rrollo, pruebas de que el sujeto se comporte,
en efecto, como alli se dice. Si no hay una ex-
perimentacién, como la que ha desarrollado
la epistemologia genética a través de la psi-
cologia genética, carecen de fundamento tal
tipo de afirmaciones. Por su parte, Piaget lo-
gro sacar a la epistemologia del terreno espe-
culativo y convertirla en una investigacion en
donde las afirmaciones sobre el conocimien-
to, sobre el sujeto epistémico, estuvieran fun-
damentadas en un trabajo experimental y sis-
tematico. Es decir, llevo a la epistemologia al
status de ciencia experimental.

La epistemologia genética es el estudio de la
constitucion del conocimiento valido. Es decir,
el estudio de las condiciones mediante las cua-
les se produce el conocimiento y ademas el de
los métodos que validan ese conocimiento. La
primera condicion es de caracter factico y la
segunda de caracter normativo. La epistemo-
logia genética trata de cuestiones que involu-
cran cuando una afirmacion puede ser justifi-
cada y bajo qué criterios. Los criterios
psicogenéticos han alcanzado tal notoriedad
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que a veces se confunde todo el edificio pia-
getiano con la psicologia genética.

Hay otro terreno que también es fuente de
fundamentacién empirica para la epistemo-
logia: la historia de la ciencia.

Esto es particularmente importante a la hora
del estudio epistemolégico de las matemati-
cas. En relacion a esta disciplina, podemos
argumentar que los problemas de orden nor-
mativo son mas o menos claros. Tienen que
ver con los procesos deductivos, con la es-
tructura de las demostraciones. Las cuestio-
nes de orden factico se abordan (principal-
mente cuando vemos las matematicas como
un cuerpo de conocimientos constituido)
desde la historia. Es pertinente responder la
pregunta: ;como se concibe a la historia en
este programa de investigacion? de inmedia-
to podemos responder que no se concibe
como un relato lineal, en el que cada cosa
tiene un antecedente claramente diferencia-
do. Mas bien, la historia serd concebida de
acuerdo a la ya celebre expresion del histo-
riador holandés Dijkterhuis, (véase Piaget-
Garcia, 1982, p.60) como un laboratorio epis-
temolégico. ;Qué significa esta expresion?
Quiere decir que la historia, desde el punto
de vista epistemolégico, debe investigarse
buscando en ella las condiciones que han he-
cho posible el conocimiento y los mecanis-
mos de su validacion. Sera necesario enton-
ces recuperar la dinamica del desarrollo
historico pues es en la dinamica donde apa-
recen los mecanismos de paso de una etapa
a la siguiente. Como ya hemos hablado de
dos procesos de transicion de un nivel de co-
nocimiento a otro mejor (en la historiay en la
psicogénesis) resulta natural que parte de la
experimentacion en el dominio de la episte-
mologia genética incluya una comparacion
entre estos estratos de desarrollo.
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Podria pensarse que los estudios psicogené-
ticos y los estudios histéricos son dos formas
totalmente diferentes de abordar los proble-
mas de construccion de los conocimientos.
Sin embargo, la epistemologia genética se
encarga de argumentar con fuerza que los
mecanismos de desarrollo del conocimiento
a nivel historico son los mismos que los co-
rrespondientes a nivel psicogenético. Esta es
una tesis que no quisiéramos dejar de seia-
lar, aunque requiere de un analisis mas cuida-
doso que el que podremos hacer en este mo-
mento (véase Piaget-Garcia, 1982).

Regresemos al problema de los hechos y las
normas. Tanto en la historia como en la psi-
cogénesis, puede observarse que los hechos
y las normas no permanecen desvinculados
unos de las otras. La razén es que el sujeto y
el objeto de conocimiento estan indisoluble-
mente vinculados. Entonces aunque se trate
de la validacién dentro de un sistema logico,
de una cierta proposicion, no podemos olvi-
dar que hay un problema de hecho (en este
caso psicogenético) involucrado, como lo es
la construccion de la logica por el sujeto. De
alli que la significacion epistémica de este
instrumento de conocimiento —es decir, su
empleo para la construccion de un conoci-
miento valido—, no es independiente de su
modo de construccion (véase la Introduc-
cion en Piaget-Garcia, 1982).

Aspectos figurativos y operativos
del pensamiento

La representacion nos remite a los aspectos
operativos del pensamiento, mientras que la
percepcion nos remite a los figurativos. Vea-
mos un ejemplo. Tenemos dos recipientes,
uno delgado y alto y uno ancho y bajo. Va-
mos a trasvasar un liquido del recipiente del-
gado al ancho. Si le preguntamos a un nifo



pequeno (alrededor de los 7 anos o menos)
antes de hacerlo, si la cantidad de liquido per-
manecerd igual después de trasvasar el liqui-
do, no sabe qué contestar.

Cuando se efectua el trasvasamiento, en su
presencia, y él verifica que el nivel del liquido
en el recipiente ancho es inferior al que tenia
en el recipiente delgado, entonces concluye
que la cantidad de liquido ha cambiado: aho-
ra hay menos, es su respuesta. Es una res-
puesta tipica de esta etapa el que los sujetos
privilegien una de las dimensiones (la altura)
del vaso a la hora de la interpretacion del
dato perceptual. Este aspecto figurativo del
pensamiento, sera sustituido mas adelante,
cuando el sujeto ya esté en posesion de la re-
versibilidad ain cuando sea al nivel de las
operaciones concretas. Es decir, realizadas
sobre objetos materiales. Entonces, el sujeto
podra comprender que hay una compensa-
cion: el liquido sube menos porque ahora su
superficie es mayor. Inclusive puede demos-
trar que la cantidad de liquido no ha variado,
para lo cual recurre a la posibilidad de rever-
tir la acciéon del trasvasamiento. Bastaria que
se restituyera el liquido al recipiente original
para constatar que la cantidad es la misma.
Esta forma de razonamiento es claramente
operativa. El razonamiento se ha desligado
de la percepcion.

Dos formas de conocimiento

Distingamos dos formas de conocimiento:

i)

conocimientos construidos mediante la
experiencia fisica en todas sus formas

i)
Hay que recalcar que los conocimientos

construidos mediante la experiencia fisica no
son copias de objetos materiales o de even-

conocimientos l6gico-matematicos.
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tos externos al sujeto. Siempre son (re)cons-
trucciones que el sujeto hace a partir de la
asimilacion del objeto o del evento, a sus es-
quemas conceptuales. Cuando el sujeto per-
cibe un objeto, éste adquiere la categoria de
observable una vez que el sujeto lo interpre-
ta desde su sistema conceptual. Un actor
profesional puede darse cuenta, mientras
asiste a una puesta en escena, que la actua-
cion del protagonista es mala, aunque esto
no sea claro para los espectadores debido a
los trucos del protagonista, que disimula su
falta de calidad histriénica. Es decir, para
ellos, la mala actuacion no es un observable,
aunque estén presenciando la puesta en es-
cena. Una persona sin la preparacion profe-
sional necesaria, no distingue entre el virus
del sida y la bacteria del colera. Estos ejem-
plos y los diversos que el lector es capaz de
imaginar, sefalan algo importante: toda ob-
servacion que hacemos pasa por el filtro de
una interpretacion. Como ha dicho Hanson
(Hanson, N.R, 1977, p.13):

toda observacién esta cargada de teoria

Los observables pues, son observaciones in-
terpretadas. Por ello, en ausencia de un mar-
co asimilador (piénsese en la situacion del
observador y el microscopio), el sujeto no
atribuye una significaciéon al dato perceptual
que permanece entonces al nivel de registro
sensorial sin mayores consecuencias cogniti-
vas. Son pues los observables que se produ-
cen mediante la experiencia fisica del sujeto,
lo primero que resulta de interés para la ela-
boracion del conocimiento fisico. Una vez
que estos observables son susceptibles de in-
corporacion a una teoria, entonces se trans-
forman en hechos de esa teoria.

Un dato fisico aislado, sin interpretacion, es
un buen ejemplo de situacién cadtica. Sélo
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la actividad cognitiva del sujeto lo torna inte-
ligible, al transformarlo en un observable. Por
aqui empieza la construccion de la realidad,
entendida como resultado de la actividad
cognitiva del sujeto, que progresivamente
coordina sus puntos de vista, vinculados
siempre, eso si, al mundo de sus experien-
cias. A este respecto:

...En términos de inteligencia reflexiva,
la deduccion se organiza y aplica a una
experiencia concebida como exterior.
De ahi que el universo se constituya en
un conjunto de objetos permanentes
vinculados por relaciones causales...si-
tuados en un espacio y tiempo...la pers-
pectiva del sujeto sobre el universo se
transforma radicalmente: del egocen-
trismo integral a la objetividad, tal es la
ley de su evolucion. (Piaget, 1995, pp.
327)

Cuando hablamos de actividad I6gico-mate-
matica, no nos estamos refiriendo exclusiva-
mente a la actividad dentro de las disciplinas
altamente organizadas como el algebra o la
l6gica proposicional. Nos estamos refirien-
do, de manera amplia, al razonamiento del
sujeto cuando, por ejemplo, dice que la can-
tidad de liquido permanece igual —a pesar
de las apariencias contrarias— al trasvasarlo
de un recipiente de determinada forma a
otro de una forma totalmente distinta. Lo
que el sujeto pone en juego en tal situacion
es una estructura logica, al margen del grado
de formalizacion que podamos atribuirle.
Andlogamente, cuando el sujeto de cierta
edad (cognitiva) dice que no hay el nimero
mas grande porque dado ese ndmero él po-
dria construir otro mas grande sumandole un
uno, esta razonando matematicamente. Las
estructuras l6gico-matematicas son pues
aquellas que el sujeto posee como resultado
de la interiorizaciéon de sus acciones y de la
coordinacion de las mismas.
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Se pasa de la l6gica de la accion (dar un ro-
deo para evitar un obstaculo, a la edad de
tres anos, por ejemplo, es poner en marcha
lalogica de la accion) alalégica de las ope-
raciones pues, las operaciones son, al final
de cuentas, resultado de la interiorizacion
de las acciones. De alli que resulte delicado
desvincular los problemas de hecho, de los
de validacion formal. Sin embargo el nivel
de las operaciones es solidario del nivel de
las acciones, en el sentido que el de las ac-
ciones queda subsumido en el de las opera-
ciones. Aqui aparece una de las caracteristi-
cas basicas de los procesos de estructura-
cion: cada nivel queda subsumido en el
siguiente donde se produce una re-semanti-
zacion del nivel anterior. Nos quedaremos
aqui, a las orillas de un tema fascinante: las
relaciones entre los niveles biolégico y cog-
nitivo. En cuanto al acuerdo entre las es-
tructuras logico-matematicas y la experien-
cia, aparte de la actividad estructurante del
sujeto que (re)define el mundo a partir de
sus experiencias, habra que tomar en cuen-
ta que su pensamiento depende en cierto
grado de los recursos del organismo —por
ejemplo, de la estructura de sus sentidos
que le suministran cierta “materia prima” y
no otra. Un pregunta que se impone (véase
la siguiente seccion) es:

sQué significa la objetividad cuando he-
mos redefinido al objeto?

En la medida en que el sujeto actie sobre un
determinado objeto, aumentara el grado de
objetividad de sus conocimientos sobre di-
cho objeto pues ese grado no puede medirse
sino de acuerdo a la forma endégena de co-
nocimiento producido. La objetividad es la
del conocimiento endégeno. Pensemos que
es la actividad del sujeto la que organiza, es-
tructura el conocimiento.



El universo l6gico-matematico no sustituye al
universo fisico, sino que éste queda sumergi-
do en aquél, y asi puede ser mejor explicado.

Sobre el realismo y la realidad

Las epistemologias clasicas fundadas sobre
el apriorismo o sobre el empirismo, son rea-
listas. Es decir, suponen la existencia de una
realidad exterior al sujeto cognoscente que,
de alguna manera, atesora el conocimiento al
que el sujeto puede acceder a través de su in-
teraccion con ella. La epistemologia genética
nunca ha negado la existencia de un mundo
exterior al sujeto epistémico; sélo que conci-
be al conocimiento como resultado de los
procesos fundamentales de asimilacion vy
acomodacion. El resultado es, en cada caso,
una estructura cognitiva. El mundo al que se
enfrenta el sujeto es el mundo de sus expe-
riencias. De alli que no se pueda decir que el
incremento de organizacion interna de las
estructuras cognitivas acerque al sujeto a la
verdadera estructura del mundo exterior
sino que lo dota de un conocimiento cada
vez mas viable (es decir, mas adecuado) que
resulta de organizar el mundo de sus expe-
riencias. Cuando un sujeto esta involucrado
en una actividad cognitiva, puede o no tener
éxito en sus objetivos. Es entonces alli, en el
terreno de la reflexion sobre sus acciones, en
donde tiene sentido hablar de verdadero o
falso. Nunca a partir de una supuesta corres-
pondencia del conocimiento con el mundo
exterior al sujeto epistémico. Asi surge la no-
cion de realidad y objetividad: son nociones
que se van generando mediante la actividad
del sujeto epistémico. En efecto (Ferreiro, E.
y Garcia, R. 1978, p.17):

La objetividad no esta garantizada en el
punto de partida, no coincide con el
registro perceptivo directo puesto que
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no hay registro pasivo de los hechos, y
mal podria coincidir con un aparta-
miento del sujeto. En la concepcion
epistemologica sustentada por Piaget,
un incremento de objetividad sera de-
pendiente de un incremento de activi-
dad por parte del sujeto...en ningln
nivel del conocimiento empirico hay
una frontera delimitable entre las pro-
piedades del objeto asimilado y las es-
tructuras del sujeto asimilador. Para
conocer, el sujeto debe poseer ciertas
estructuras asimiladoras que funcionan
como organos del conocimiento...
pero esas estructuras asimiladoras no
preexisten a la accién sino que se cons-
tituyen en virtud de los requerimientos
de la accion.

En el lenguaje cotidiano se presenta una
fuerte tendencia a la sustantivacion. Por
ejemplo, si una bailarina se mueve caden-
ciosamente, decimos que sus movimientos
son cadenciosos. Es decir posee movimien-
tos acompasados. Sia una persona le duele
la cabeza, diremos que tiene un dolor de
cabeza. En lugar de mover usamos movi-
mientos; en lugar de doler usamos dolor.
Esta tendencia a sustantivar, a crear cosas,
seguramente es causa del realismo de las
epistemologias clasicas. Quiza de aqui
pueda surgir una estrategia para entender
la epistemologia genética. Se trataria de re-
cuperar los verbos: en lugar de conoci-
miento objetivo, mejor hablemos de objeti-
var; en lugar de conocimiento, mejor
hablemos de conocer; en lugar de realidad,
mejor hablar de realizar; en lugar de ver-
dad, mejor hablemos de verificar, etc. to-
dos estos verbos son acciones (cognitivas)
que realiza el sujeto cognoscente. Por eso
deciamos que un incremento de actividad
del sujeto comporta un incremento de ob-
jetividad: en este caso, la actividad del suje-
to se confunde con objetivar.
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Nota sobre la equilibracion de las
estructuras cognitivas

El desarrollo cognitivo consiste en una organi-
zacion progresiva de las estructuras cognitivas.
Un mayor grado de organizacion de una es-
tructura cognitiva implica un mayor equilibrio
de la misma. El equilibrio se refiere al estado en
el cual las estructuras cognitivas de un sujeto
han dado y contintian dando los resultados es-
perados, sin que salgan a la superficie ningun
tipo de conflictos conceptuales. Por ejemplo,
ante una perturbacion causada por un objeto
o un evento que trata de ser asimilado por un
esquema, éste se acomoda generando una
mejor discriminacion de los objetos o eventos
admisibles para el esquema o bien modifican-
do drasticamente el esquema hasta el punto
de producir un nuevo esquema. Diremos que
la conquista de este nuevo nivel de equilibrio
es un cambio cognitivo que identificamos con
el aprendizaje. A nivel sensoriomotor (todos te-
nemos un nivel de funcionamiento sensorio-
motor!) los esquemas de accién son cruciales
para alcanzar nuestras metas dentro del mun-
do de nuestras experiencias. A nivel reflexivo,
los esquemas operatorios son centrales para el
logro de una red conceptual coherente. Los es-
quemas tanto de accion como operatorios,
que resultan viables (es decir que producen re-
sultados adecuados de acuerdo a los prop6si-
tos del sujeto) se retienen a titulo de orientado-
res de la accion. Refraseando una de las citas
ya presentadas, el sujeto se adapta al mundo
de sus experiencias mediante la adaptacion de
sus esquemas cognitivos.

En el estudio del desarrollo cognitivo, es decir,
en el incremento de organizacion interna, la
nocion de esquema es central. Si decidiéra-
mos adoptar una metafora computacional, di-
riamos que un esquema es como una sub-ruti-
na o como un programa.
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Sobre la abstraccion

La abstraccion se entiende comuinmente
como un acto de extraccion (o de separacion)
de una caracteristica de un objeto. Por ejem-
plo, podemos abstraer de los cuerpos la no-
cion de peso. La idea de color, de hecho, es re-
sultado de una abstraccion. La idea de forma
de los cuerpos también es una abstraccion.
Asi, la circunferencia, el triangulo, el cuadrado,
son resultado de abstracciones. A esta forma
de abstraccion, en donde la nocion abstraida
se extrae directamente de los objetos (que
siempre son objetos conceptuales), Piaget la
denomina abstraccion empirica.

El proceso mental de abstraccién puede ser
consciente o inconsciente. De hecho la ma-
yoria de las veces es inconsciente. Por ejem-
plo, al ver un mango, de inmediato lo reco-
nocemos. No importa si es de manila, atailfo
o de cualquier otro tipo, sabemos que es un
mango. ;Qué es lo que reconocemos, mas
alla de las diferencias obvias en forma, color
y tamano? cuando se hace esta pregunta a
una persona, normalmente se queda perple-
ja, pues sabe que lo que ve es un mango,
pero no sabe por qué lo reconoce (y sin em-
bargo, le parece obvio que lo que ve es un
mango). No es consciente del proceso de
abstraccion necesario para haber llegado a la
nocion de mango. Desde luego, esto mismo
se puede decir de casi cualquier otra catego-
ria; algunas incluso, las hemos formado a
edad muy temprana.

Sobre la re-presentacion

Hemos insistido en las paginas anteriores, que
el conocimiento no es una representacion del
objeto (de conocimiento). Es decir, no es una
copia de un supuesto modelo, como la que



haria un pintor cuando tiene delante de si un
paisaje que trata de llevar al lienzo. Entonces,
la representacién, como copia, no tiene cabi-
da en la epistemologia genética. Veamos aho-
ra el término re-presentacion. Cuando vamos
al teatro, por ejemplo, vemos una re-presen-
tacion de una obra. Lo que hace una actriz o
un actor es re-presentar un papel. Es funda-
mental entender que en una re-presentacion
hay un elemento de construccién del sujeto.
Tal construccion esta presente tanto en el
agente de la re-presentacion (la actriz, el ac-
tor) como en aquello que es re-presentado
(que es algo construido por otro sujeto). En
epistemologia genética al término representa-
cion siempre debe darsele el significado de
re-presentacion.

La capacidad de representacion tiene su fun-
damento en la existencia de la funcién se-
miotica o simbdlica. En determinado mo-
mento del desarrollo cognitivo, el sujeto
puede re-presentar sus acciones hechas so-
bre objetos materiales, mediante esquemas
mentales. Estos esquemas mentales actian o
mejor, operan, sobre las representaciones
mentales de los objetos materiales. Es decir,
tanto los objetos como las acciones sobre
ellos son susceptibles de ser representados
mentalmente. Como sabemos, esto es funda-
mental para la construccion de los esquemas
y estructuras cognitivos. Pero la capacidad
semiotica del sujeto le permite otras formas
de representacion. Por ejemplo, cuando re-
cuerdo un rostro, lo estoy representando (re-
cuerde: en el sentido de re-presentar). Es
como si recordar fuera equivalente a ejecu-
tar un programa que tenemos almacenado.
Pero también puedo dibujarlo. El dibujo es
otra forma de representacion. Es un registro
grafico.

Este es un tema muy importante; en particu-
lar en matematicas. Puedo representar una
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circunferencia mediante un registro grafico,
un dibujo sobre el pizarrén, sobre una hoja.
Puedo también representarlo mediante una
ecuacion (de la geometria analitica). Esta es
una forma de representacion simbdlica.

Abstraccion reflexiva

En contraste con la abstraccién empirica, la
abstraccion reflexiva, es el mecanismo que
nos sirve para formar abstracciones a partir,
no de los objetos, sino de las acciones que
realizamos sobre tales objetos. Por ejemplo,
si tenemos una coleccion de veinte objetos,
sabemos que no importa la disposicion geo-
métrica que demos a esa coleccion, sobre
una mesa, siempre habra veinte objetos. Ese
saber (i.e.: que no varia el nimero de obje-
tos) es distinto a saber que un determinado
objeto tiene forma rectangular. Es un saber
extraido de la coordinacién de nuestras ac-
ciones sobre esos veinte objetos. No es un
conocimiento sobre los objetos mismos. De
alli el nombre reflexiva que se da a esta forma
de abstraccion pues resulta de reflexionar so-
bre nuestras acciones. Atencion: el término
reflexiva de esta forma de abstraccion, tiene
una connotacién adicional. En nuestro ejem-
plo, se trata de que primero reflejamos (pro-
yectamos) nuestra accion (contar) sobre el
plano de las operaciones. Es alli, en el plano
de la representacion de las acciones, donde
descubrimos que el nimero de objetos es in-
dependiente de la ubicacion sobre la mesa.
En promedio, un nino de ocho anos ya sabe
esto. Cuando le preguntamos a un adoles-
cente si el nimero de objetos cambia al mo-
dificar su disposicion geométrica, hasta se
sorprende de que le hagamos la pregunta.
Para él ya resulta obvio, necesario, que sea
asi. No es consciente de que ha realizado,
tiempo atrds, una abstraccion reflexiva.
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Es necesario detenernos un poco en el térmi-
no reflexiéon. Por una parte se refiere a un
acto mental. Como meditar, considerar. Por
otra, se refiere a la reflexion, por ejemplo de
la luz, sobre una superficie. Ambas acepcio-
nes entran en la definicion de abstraccion re-
flexiva. Cuando decimos que una accién se
refleja sobre el plano de las operaciones
(como en el ejemplo sobre la invariancia del
ndmero de objetos), también podriamos de-
cir, que la accién se proyecta sobre el plano
de las operaciones.

Los individuos construyen conceptos y con
ellos estructuras conceptuales; luego re-es-
tructuran éstas para formar esquemas mas
potentes. Tal es el proceso de organizacion
creciente del sistema cognitivo. En él, la abs-
traccion reflexiva juega un papel central.

Observaciones sobre la educacion
matematica

Las ideas que se van a presentar se han ido
elaborando a partir del trabajo con profeso-
res y estudiantes de niveles superiores, y del
estudio de articulos que tienen propdsitos si-
milares al nuestro. La epistemologia genética
tiene como uno de sus pilares una teoria
constructivista del conocimiento. De lo argu-
mentado en la primera parte de este trabajo,
podemos extraer las siguientes afirmaciones:

a) el sujeto construye su conocimiento

b)

conocer es una funcién adaptativa.

La adaptacion se refiere tanto a las acciones
sensoriomotoras como a las operaciones
conceptuales que han probado ser viables
(adecuadas, que producen los resultados de-
seados) dentro del mundo de experiencias
del sujeto cognoscente. Las construcciones
conceptuales se llevan a cabo para ampliar el
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mapa de los caminos viables en el mundo de
las experiencias del sujeto. Nunca para obte-
ner un conocimiento-copia del mundo onti-
co. La obra de la escuela piagetiana puede
entenderse como un pronunciado esfuerzo
para disenar un modelo de construccion de
conocimiento viable. (Glasersfeld, 1991).

Frente al desequilibrio, producido por una si-
tuacién nueva que el sujeto no puede asimi-
lar a sus estructuras cognitivas, él se ve forza-
do a modificar tales estructuras, para
acomodar el nuevo contenido. El doble pro-
ceso de asimilacién-acomodacién de las es-
tructuras cognitivas, esta en el centro de la
explicacion de como el sujeto construye su
mundo. La exploracion del mundo que lo ro-
dea es una fuente permanente de desequili-
bracién de las estructuras cognitivas del suje-
to. El constructivismo no estudia la realidad
sino la construccion de la realidad. Desde lue-
go, el sujeto cognoscente no es un Robinson
Crusoe, aislado, organizandolo y clasifican-
dolo todo. No, el sujeto cognoscente es un
ser social y la fuente primordial de sus dese-
quilibrios cognitivos (sobre todo, después de
la infancia) es justamente su entorno social,
cuando los medios y las estrategias del sujeto
se tornan insuficientes al compararlos con
los de los demas. De alli que la abstraccion
reflexiva puesta en marcha a partir de sus ac-
ciones, debe complementarse con la inter-
pretacion de la actividad de los demas. En su
libro Psicogénesis e Historia de la Ciencia,
(p.228) Piaget y Garcia (1983) lo expresan
de modo por demas elocuente:

...la accién, excepto al comienzo mismo
del periodo sensorio-motriz, no tiene lu-
gar solamente en funcién de impulsos
internos...bien pronto en la experiencia
del nifo, las situaciones con las cuales
se enfrenta son generadas por su entor-
no social...no se asimilan objetos “pu-



”

ros”. Se asimilan situaciones en las
cuales los objetos desempenan ciertos
papeles y no otros. Cuando el sistema
de comunicacioén del nifio con su entor-
no social se hace mas complejo y mas
rico, y particularmente cuando el len-
guaje se convierte en el medio domi-
nante, lo que podriamos llamar la
experiencia directa de los objetos co-
mienza a quedar subordinada, al siste-
ma de significaciones que le otorga el
medio social. El problema que aqui sur-
ge para la epistemologia genética es ex-
plicar como queda la asimilacién, en
dichos casos, condicionada por el siste-
ma social de significaciones, y en qué
medida la interpretacién de cada expe-
riencia depende de ellas.

Desconstruccion y Reconstruccion

La institucion escolar recoge como objetos de
ensenanza, las transposiciones de objetos con-
ceptuales creados en el dominio de la investi-
gacion matematica (Kang-Kilpatrick, 1992). Los
objetos transpuestos ya no tienen la misma es-
tructura ni la misma significacion que los ob-
jetos originales: han sido sometidos a una
reorganizacion para que puedan ser coloca-
dos dentro del discurso escolar. Esto nos en-
frenta a lo que parecen dos formas diferentes
de conocimiento: el que se construye dentro
de la practica de la investigacion en el inte-
rior de la matematica, y el que se transforma
en conocimiento ensenable como resultado
de una transposicion. Parece entonces, que
el proceso de (re)-construccion del conoci-
miento por parte del estudiante, es decir, su
proceso de aprendizaje, tiene como uno de
sus propositos des-construir el conocimiento
transpuesto (el ensenable) para re-construir
un significado mas profundo del conocimien-
to que se pierde a causa de la transposicion.
Esta situacion es de importancia decisiva
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puesto que el profesor debe analizar las
construcciones que hacen sus estudiantes de
la realidad matematica a partir de sus expe-
riencias. La lectura de un texto matematico ti-
pico puede servir para ilustrar esta situacion:
por ejemplo, al leer la definicion formal del
concepto de funcién, los textos de cierto ni-
vel (libros de calculo, por ejemplo) suelen en-
frentarnos a algo analogo a esto:

una funcién es una coleccion de pares
ordenados de suerte que si dos pares
tienen el mismo primer elemento, en-
tonces tienen también el mismo segun-
do elemento.

;Qué puede hacer un estudiante con esta de-
finicion? algo que siempre debe hacerse al
leer un texto de ensefanza escrito en un len-
guaje mas o menos formal: buscar ejemplos,
tratar de asociarla a una tabla de valores, a
una grafica y a otras formas de representa-
cion, que son las que se usan cuando se tra-
baja con este concepto; relacionarla con
otras ideas. El fin es construirle un significado.
En otros términos, uno busca hacer suyo lo
que fue presentado formalmente, mediante
la reelaboracion de un contexto en donde el
tema bajo estudio sea familiar. La realidad
construida por el estudiante debe ser viable,
es decir, suficientemente adecuada para per-
mitirle actuar de manera efectiva. La accion,
desde luego, se refiere a accion en el mundo
de sus experiencias conceptuales. Es impor-
tante aqui volver a llamar la atencion sobre el
hecho que todo este proceso de construc-
cion de una realidad matematica, no se reali-
za aisladamente sino que el estudiante des-
pliega una actividad interactiva que consiste
en coordinar sus puntos de vista con los de
los demas estudiantes y profesores. La entra-
da a un dominio consensual, le da a su cono-
cimiento una mayor y mejor objetividad. Rei-
teremos: la interaccion social es una de las
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principales fuentes de desequilibrio cogniti-
vo y por ende, de aprendizaje. Pues el apren-
dizaje aparecera alli donde haya re-equilibra-
cion de las estructuras cognitivas.

Hay razones profundas que conducen a la
formalizacion de las estructuras conceptua-
les de la matematica, pero no podemos olvi-
dar la transposicion que esta involucrada. La
educacion, al reconocer estos dos niveles de
conocimiento con los que tiene que tratar,
estard en condiciones de enunciar que la
construccién del significado es parte esencial
del aprendizaje de la matematica. Aqui es im-
portante evitar la tentacion dualista de pen-
sar que todo lo produce el sujeto o que todo
lo produce el medio: el resultado lo es de la
interaccion dialéctica entre las estructuras
del sujeto y su medio, que aquél tratara siem-
pre de organizar, de estructurar (mediante
uno de sus instrumentos basicos: la abstrac-
cion reflexiva) para poderlo comprender: la
busqueda de razones funciona como motor
de la cognicion.

Historia y Cognicion

El analisis histérico—critico de las ideas mate-
maticas nos permite identificar en el proceso
de elaboracién de las ideas, ciertas formas de
concebir que, eventualmente, se convierten en
obstaculos para el desarrollo de tales ideas.
Como la epistemologia trata de las circunstan-
cias que hacen posible el conocimiento, a ta-
les obstaculos se les llama obstaculos episte-
molégicos. Un obstaculo epistemologico es
pues una forma de conocimiento que se tor-
na inadecuada (ie: ya no es viable) para una
cierta tarea cognitiva. Los obstaculos no de-
saparecen cuando trasladamos las ideas ma-
tematicas al discurso escolarizado. Alli, to-
man otras formas, por ejemplo, aparecen
como errores que el estudiante comete reite-
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radamente. Aquellos errores que aparecen
cuando el estudiante no puede resolver un
problema, cuando no entiende un enuncia-
do (siempre este no poder, no entender, es
desde la perspectiva del profesor) son mani-
festacion de que una determinada estructura
cognitiva no puede ya asimilar una nueva si-
tuacién que se le presenta. Es necesario en-
tonces que el profesor cuente con un mode-
lo de cémo funciona cognitivamente el
estudiante, para que encuentre, en conse-
cuencia, las situaciones propicias a las que, a
través de su mediacion, se enfrente el estu-
diante en busca de una asimilacién y acomo-
dacion posibles. Una vez mas: estas situacio-
nes incluyen la coordinacion de puntos de
vista con sus pares, con el profesor, sobre
una tematica que se define como pertinente,
a partir de normas sociales: las de la institu-
cién escolar.

Consideremos ahora un ejemplo, tomado
de un trabajo que se propone explorar las
ideas que los estudiantes tienen sobre limi-
tes. A estudiantes (que ya habian tomado
un curso de calculo) se les pidi6 que con-
testasen esta pregunta:

sEs 0.9999... igual a 0 menor que 12

Con notable frecuencia, se obtuvieron res-
puestas de los siguientes tipos:

igual a uno porque la diferencia es infi-
nitamente pequena;

igual, porque en el infinito, estan tan
cerca que pueden considerarse como
iguales;

menor que uno, aunque la diferencia
entre ellos es infinitamente pequena;

menor que uno, pero es lo mas cercano
que puede estarse de uno, sin que sea
uno.
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Podemos concluir que en las respuestas de
los estudiantes subyacen elementos infinitesi-
males, que son activados por la pregunta. To-
mando en cuenta las tesis de la epistemolo-
gia piagetiana en cuanto a la pertinencia de
las comparaciones entre los desarrollos con-
ceptuales del individuo y los desarrollos con-
ceptuales historico-colectivos, traigamos a
escena el texto de 1696 sobre el célculo dife-
rencial, del Marqués de L"Hopital. El texto tie-
ne, como uno de sus principios organizado-
res el siguiente:

Una cantidad que crece o decrece por
una cantidad infinitamente pequena
puede seguir siendo considerada como
igual. Es decir, si a una cantidad (finita)
le anadimos o le restamos una cantidad
infinitesimal, la nueva cantidad puede
ser sustituida por la cantidad original.

Estamos obligados a modificar nuestra pri-
mera evaluacion de las respuestas incorrec-
tas de los estudiantes. En efecto, ellas reflejan
la forma como operamos con una determi-
nada nocién de infinitamente pequeno y de
infinitamente grande, en un contexto que po-
demos llamar practico: desde tal perspectiva,
no hay diferencia entre estos niumeros.
Como esta forma de concebir las cantidades
infinitesimales funciona, entonces la adopta-
mos como la forma correcta. Cuando pasa-
mos a otros contextos, incluso practicos, ya
no nos ofrece respuestas adecuadas. Apare-
cen disfuncionamientos en la estructura con-
ceptual que hemos elaborado con aquella in-
terpretacion, la cual aparece ahora como un
obstaculo para asimilar una nueva situacion.
Resulta plausible afirmar que los obstaculos
en el proceso de aprendizaje son consustan-
ciales a dicho proceso, ya que el aprendizaje
es siempre contextual. Creemos que esto
puede verse en la historia y también en el de-
sarrollo individual.
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La epistemologia genética puede ofrecer
una interpretacion a estas cuestiones de los
obstaculos a partir de la teoria de la equilibra-
cion de las estructuras cognitivas. Nos con-
duce ademas a reflexionar sobre un proble-
ma de mucha importancia: que las reglas de
validacion de una disciplina dependen del
proceso de su formacion historica.

Lo anterior cobra mayor relevancia cuando
lo ubicamos en el marco de las transposicio-
nes, pues es alli donde es factible analizar la
interaccion de las formas consideradas obs-
taculos. El problema de la validacion tiene
importancia no s6lo como problema episte-
mologico sino, ademas, como problema di-
dactico, pues no es posible seguir sostenien-
do que la evaluacion del alumno se haga
contra el discurso del profesor, sino que ha
de tener en cuenta las estructuras concep-
tuales que el estudiante vaya desarrollando.

Dominios de inteligibilidad locales

La historia de la matematica nos ensena que
durante la evolucion de una disciplina, se van
formando nucleos conceptuales alrededor
de los cuales se adelanta la actividad mate-
matica. A tales ntcleos les llamaremos domi-
nios de inteligibilidad locales (agradezco al
Profesor Gil Henriques esta denominacion y
una discusion esclarecedora sobre el conte-
nido de esta seccién). Veamos un ejemplo
tomado del calculo diferencial. Durante el si-
glo XxviI, los problemas de maximos y mini-
mos se identificaron con problemas de traza-
do de tangentes en puntos especiales de una
curva que venia dada mediante una expre-
sion analitica. Este tipo de representacion
analitica permitié el ensanchamiento del uni-
verso de curvas a las que podia trazarse una
tangente. Asi, surge una organizacion local
cuyos componentes son:
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una curva representada mediante una
ecuacion

un campo operatorio que consiste esen-
cialmente en derivar la ecuacion y hacer
igual a cero esta derivada.

La lectura de un texto de historia del Célcu-
lo, por ejemplo, Edwards (1979) muestra
que este es el tipo de herramienta matema-
tica que utilizaba P. de Fermat. Este domi-
nio local de inteligibilidad esta anclado al
contexto que proporciona la geometria
analitica; generaliza el problema del traza-
do de tangentes mediante una nueva repre-
sentacion del objeto geométrico que va a
ser manipulado: la curva. La exploracién de
la derivada en este dominio local, no re-
quiere, en principio, que se tenga una defi-
nicion formal del concepto que se esta ex-
plorando. Mas bien, es a partir del dominio
local como se va gestando el concepto. En
el caso que estamos considerando, cuando
se trata de trazar tangentes a curvas conve-
xas el campo operatorio es suficiente; pero
surge un problema cuando se trata de tra-
zar una tangente en un punto de inflexion.
Alli, el campo operatorio indica que la tan-
gente es una recta que atraviesa a la curva;
pero la concepcion de recta tangente —por
generalizacion de tangente a curvas conve-
xas— se opone a aceptarla como tal.

Esta tension entre el campo operatorio y la
concepcion de tangente se ve reforzada
por la eventual independencia que el cam-
po operatorio adquiere de la concepcién
de tangente que le acompaia en un princi-
pio. Entonces estamos obligados a modifi-
car la concepcién para que acomode situa-
ciones nuevas. De esta manera la concep-
cion original va adquiriendo un mas alto ni-
vel de organizacién, se va haciendo mas
abstracta, se va independizando del con-
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texto del que surge y aparece un mayor
grado de compatibilidad con el campo
operatorio. Eventualmente, surge de esta
actividad, lo que denominamos el concepto
de derivada.

Es importante observar, que si bien las con-
cepciones son estructuras cognitivas, el con-
cepto producido desde ellas es un objeto for-
mal, que pertenece mas bien al lenguaje
matematico. Es una organizacion légica, que
captura mediante un proceso de interioriza-
cion las acciones que se realizan sobre las
concepciones.

Cuando se parte del concepto formal, el es-
tudiante, como ya lo hemos dicho, se en-
frenta a la tarea de desconstruir la estructura
l6gica, para recuperar los significados con-
textuales y situaciones que dieron lugar a la
construcciéon del concepto y a su intenciona-
lidad. En esta tarea pone en juego su capaci-
dad de andlisis y de asimilacion. Seria iluso
pensar que los estudiantes, hablando en ge-
neral, puedan realizar todas estas actividades
por si solos. Los procesos de aprendizaje y
de ensenanza son distintos pero de ninguna
manera podemos pretender que estén des-
vinculados. Es importante y necesaria la in-
tervencion del profesor. Un comentario final
sobre estas cosas: las ideas que los estudian-
tes pusieron en juego para contestar sobre la
comparacion entre 0.99999... y 1 forman
parte de sus concepciones sobre lo infinitesi-
mal. Sus respuestas fueron dadas desde una
estructura cognitiva de alli que no deberian
ser evaluadas con criterios que so6lo se ade-
clan a la estructura logica, es decir, al con-
cepto.

En esta discusion sobre dominios de inteligi-
bilidad locales, concepciones y conceptos,
hemos cruzado un puente que va de la histo-
ria a la ensefanza. La vinculacién entre ellas



es muy fuerte; ello queda reflejado en los
mecanismos que permiten pasar de las con-
cepciones a los conceptos tanto a nivel his-
térico como individual. De ninguna manera
debera esto interpretarse como una asevera-
cion sobre la equivalencia entre el desarrollo
del conocimiento del individuo y el desarro-
llo histérico del conocimiento en una comu-
nidad. Lo que se dice, es que los mecanismos
para pasar de un nivel de estructuracion al si-
guiente, son analogos.

Por ejemplo, tanto a nivel individual como
colectivo, los mecanismos de generalizacion
y abstraccion estan presentes para pasar de
las concepciones al concepto. La epistemo-
logia genética sostiene que esto es asi en to-
dos los casos. Para un andlisis detenido sobre
estas cuestiones véase el texto “Psicogénesis
e Historia de la Ciencia” (Piaget y Garcia,
1983).

Afirmamos que, para la didactica de la mate-
matica, la historia sirve como un fundamento
sobre el que podemos basar nuestros juicios
acerca de la naturaleza de nuestro conoci-
miento.

Para terminar, una conclusion cuya pertinen-
cia creemos haber construido a lo largo del
escrito: no es posible aspirar a una epistemo-
logia con un alto grado de cientificidad, al
margen de la logica y de la psicologia.
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Weierstrass: cien anos después*

Introduccion

Cuando volvemos los ojos a la historia, es facil
concluir que el siglo xix fue el siglo del rigor en
el calculo. Y desde esta perspectiva, las figuras
de Cauchy (durante la primera mitad del siglo)
y Weierstrass (segunda mitad) tienen ganado
un lugar especial. Cauchy organizé todo el
material producido por sus antecesores (entre
quienes destaca la inmensa figura de Euler) e
introdujo de manera general, una forma rigu-
rosa y clara de recuperar muchos de los resul-
tados (ahora teoremas) del célculo. Por ejem-
plo, dio una definicion clara de sucesion
convergente, de funcion continua, de integral
de una funcion continua, etc. (para mayores
detalles véase Edwards, pp. 301-334). Quiza
pueda compararse - teniendo cuidado que es-
tamos hablando de épocas y concepciones
matematicas distintas - la figura de Cauchy a la
figura de Euclides, este Ultimo como sistemati-
zador del conocimiento geométrico y quien
introdujo la demostracion como el instru-
mento de validacion por excelencia dentro de
las matematicas.

Después de Euclides, la geometria no volvio
a ser la misma. Después de Cauchy, el calcu-

Luis Moreno Armella
CINVESTAV-IPN, México

lo tampoco. Gradualmente, toda esa intensa
investigacion sobre los procesos de deriva-
cion e integracion fue abriendo paso a las in-
vestigaciones, no sobre una familia particular
de funciones (por ejemplo, las series de po-
tencias), sino sobre el concepto general de
funcion. De alli que se diera nacimiento a re-
sultados como el teorema del valor interme-
dio (Cauchy-Bolzano) para funciones conti-
nuas definidas en un intervalo. No puede
dejar de mencionarse, en relacion a este teo-
rema, la contribucién de Bolzano quien com-
prendi6 la dependencia del mismo, de una
construccioén rigurosa de los ndmeros reales
(véase Bottazzini, pp.96-101). Sin embargo,
por un accidente histérico que no podemos
analizar en este escrito, su trabajo permane-
ci6 al margen de los desarrollos centrales de
su tiempo.

Weierstrass murio en 1897 a la edad de 82
anos. Dejo tras de si un analisis matematico
consolidado, que habia vivido su época de
oro conocida como la aritmetizacion del
analisis. Aunque fue una figura protagdnica,
no vivio ni actud solo. Gran parte de su obra
y de su influencia, tomé cuerpo a través de
sus discipulos y seguidores. Basta citar los

Articulo publicado en la revista Misceldnea Matematica (Sociedad Matematica Mexicana), Vol. 25, 1997, p.p. 11-27.
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nombres de Heine, Cantor, Holder, Mit-
tag-Leffler y, desde luego, Sonia Kovalesky.

Los comienzos

Después de un brillante inicio como estudian-
te de secundaria, Weierstrass ingreso a la ca-
rrera de leyes, en la Universidad de Bonn.
Ingresar no es quiza el término mas apropia-
do, pues el joven Karl se dedic6 a cualquier
cosa excepto a las leyes. Hacia 1840 (habia
nacido en 1815) sin titulo universitario, co-
menzo su carrera como docente de secunda-
ria. Dedico a esta actividad su tiempo diurno,
durante los proximos quince anos. Decimos
diurno porque las noches fueron casi siempre
un encuentro secreto con Abel.

El ano 1854, fue de asombro doble para el
mundo matematico. Riemann (1826-1866)
dio a conocer su trabajo sobre las series de
Fourier. Alli, para beneficio de todos, esta su
trabajo sobre la integral (de Riemann, desde
luego), en donde se despliegan condiciones
necesarias y suficientes para su existencia.
Cabe mencionar que el problema sobre los
conjuntos de unicidad de series de Fourier,
partieron de este trabajo, asi como el interés
de Cantor en ellos, que por un camino com-
plejo y lleno de dramatismos, lo conduciria a
los conjuntos infinitos. En ese ano, 1854, de-
cimos, el otro motivo de asombro provino de
Weierstrass. Consistio en su primera publica-
cion en el famoso Journal de Crelle sobre las
funciones abelianas. Una obra maestra que
lo llevé hasta la Universidad de Berlin en
donde permaneceria el resto de sus dias.
Este trabajo le llevo a la reconstruccion del
analisis complejo.

Nosotros aqui vamos a dedicar unas paginas
a su trabajo sobre la fundamentacion del
analisis real.
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Sobre el rigor

El rigor matematico es profundamente histori-
co. Ha evolucionado con las matematicas; en
tal proceso no es dificil ver que las exigencias
corresponden siempre a una concepcion de
los objetos matematicos involucrados. En un
tiempo (para Gauss mismo, incluso) los mate-
maticos estuvieron satisfechos con el enun-
ciado, a secas, del teorema del valor interme-
dio: Una funcién continua que cambia de
signo en un intervalo, debera tener una raiz en
dicho intervalo.

Seguramente mas de un lector se sentird in-
comodo con el enunciado anterior. Habra
notado que le falta precision. Esta reaccion
no es extrana. Forma parte del medio am-
biente de rigor que adquirimos durante nues-
tra educacion.

Comparemos las siguientes definiciones de
funcion continua:

1. f(x) se dird continua si los valores numéri-
cos de las diferencias f(x + a) - f(x) de-
crecen indefinidamente cuando decrece

indefinidamente el incremento o

Diremos que una cantidad y es una fun-
cién continua en x, si, una vez que haya-
mos elegido € > 0, podemos demostrar
que existe d > 0 tal que, para cualquier
valor entre xy, - dy, xo + & el valor corres-
pondiente de y esta entre yo- €y yo + €.

La primera la podemos hallar en el Curso de
Andlisis de Cauchy de 1821. La segunda es
de Weierstrass (1874). Podemos apreciar
que hay diferencias entre ellas y también con
la forma en que hoy en dia, enunciamos la
definicion de funcién continua.

La sistematizacion debida a Cauchy supone
dado el continuo numérico. De alli que, una
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vez introducida la nocién de sucesion, no
pueda distinguirse entre sucesién conver-
gente y lo que hoy conocemos como suce-
sion de Cauchy. Esto es algo evidente en su
demostracion del teorema del valor interme-
dio. (véase Edwards, p. 308). Weierstrass fue
capaz de comprender (como Bolzano, antes
que él) que el esclarecimiento conceptual de
este teorema (y de muchos otros), sélo seria
posible mediante una construccién rigurosa
de los ndmeros reales. Di6 una demostra-
cion basada en lo que hoy en dia conocemos
como el teorema de Bolzano-Weierstrass
(1874): Toda sucesién acotada tiene un pun-
to de acumulacion.

Ademas del teorema del valor intermedio,
Weierstrass demostré, mediante argumentos
puramente analiticos (ie: sin tomar en cuenta
la evidencia geométrica) que una funcién
continua definida en un intervalo cerrado, tie-
ne un maximo y un minimo absolutos.

Este resultado aparece en las conferencias
de Weierstrass de 1861 bajo el nombre
Hauptlehrsatz, esto es, Teorema Principal.
De él dijo Hilbert en 1897, que era una herra-
mienta indispensable para investigaciones
analiticas mas refinadas (véase Hairer-Wan-
ner, p. 205).

Todo el programa de inyeccién de rigor en la
estructura del analisis matematico, es lo que
se conoce como Aritmetizacion del Anali-
sis. Sin duda, su propésito central fue confi-
nar el razonamiento matematico al ambito
numeérico, sefalando de paso, los peligros de
una dependencia acritica de la intuicién geo-
métrica.

De lo puntual a lo uniforme

En sus lecciones de analisis (1821) Cauchy
enuncié y demostro el siguiente resultado:
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Sif,: E - Resunasucesion de funciones conti-
nuas tal que para cada x de F, la sucesion f, (x)
es convergente, entonces la funcién f:F - R
definida como f(x) = lim f, (x) para cada x O E,
es continua.

Hoy en dia sabemos que, con nuestras in-
terpretaciones, el resultado es falso. Por
ejemplo, basta tomar la sucesién de funcio-
nes f,(x) =x", E=[0, 1]. La funcion limite, f,
es:f(x)=0six#1yf(1)=1, que no es conti-
nua en x = 1, aun cuando cada f, lo es.

;Como pudo Cauchy cometer un error de
ese tamano?

La dnica respuesta posible, nos parece, es
que a su imagen conceptual de funcion
continua le atribuia propiedades que no
aparecian explicitamente en su definicion.
Algo similar ocurre en los Elementos de Eu-
clides. Alli, Euclides toma como evidente
que existen los puntos de interseccion de
dos circunferencias. En tratados modernos,
muchas veces podemos leer que hay alli,
en Euclides, una falta de rigor, como si el ri-
gor fuese siempre el mismo. No es el caso.
Desde luego, el andlisis conceptual va ge-
nerando un progreso en el sentido que la
red de significaciones, la articulacién con-
ceptual, las dependencias causales de unos
resultados con relacién a otros, se van ha-
ciendo mas claras. Weierstrass lo entendio
asi. En lugar de afirmar, como lo hizo Abel,
que el teorema admite excepciones (Abel,
1826, Oeuvres 1, pags. 224-225), introdujo
en 1841 el concepto de convergencia uni-
forme:

La sucesion de funciones f, definidas
sobre A converge uniformemente a la
funcion f, (definida sobre A) si para
cada [ > 0 existe un ndmero natural N



tal que para cada n = N, y para cada x
enA, | f,(x)-flx)| <0O.

Como bien se sabe, lo importante en esta de-
finicion es que el nimero N s6lo depende de
[0y no de x. De alli, el apelativo uniforme
para este concepto de convergencia.

En sus conferencias de 1861 (véase Hai-
rer-Wanner, pag. 213) puede leerse el resul-
tado de Weierstrass:

Si (f,) converge uniformemente a f, y
cada f, es continua, entonces f es conti-
nua.

Desde el punto de vista clasico, esto salda la
deuda de Cauchy.

Cuando se introduce un concepto como la
convergencia uniforme (o cualquier otro
destinado a jugar un papel central en la teo-
ria) resulta conveniente tener otros crite-
rios equivalentes (teoremas de caracteriza-
cion, decimos hoy en dia) a través de los
cuales podamos establecer que nos encon-
tramos en condiciones de usar el concepto
en cuestion. Weierstrass, desde luego,
comprendia esto perfectamente, asi que
di6 lugar al siguiente criterio, con miras a
su utilizacion en el terreno de las series de
potencias.

Si para cada x en A, f, esta acotada (glo-
balmente) por la constante G,y si Y C, es
una serie convergente, entonces, la se-
rie de funciones ) f, converge uniforme-
mente sobre A.

En particular, si cada f, es continua sobre A, la
funcion limite que define la serie Y f, es con-
tinua sobre A. Este resultado se conoce como
el C-criterio de Weierstrass para la convergen-
cia uniforme. Un poco mas adelante hare-
mos uso de este resultado.

225

Weierstrass: cien anos después

Derivabilidad y su ausencia

Cuando la imagen dominante de una fun-
cion es su grafica, una conclusion natural es
que tal funcion es derivable excepto quiza,
en algunos puntos especiales donde la grafi-
ca tiene picos (como el que presenta la fun-
cion valor absoluto en el origen). Estaimagen
de funcion se fue sedimentando debajo del
enunciado mas algebraico que definia una
funcion como una expresion analitica. De allf
que los matematicos, desde mucho antes de
Weierstrass, intentaran demostrar que una
funcion continua (es decir, aquella cuya gréafi-
ca tiene una sola pieza) debia ser derivable
salvo quiza en algunos puntos. Este proposi-
to puede hallarse ya en la reformulacion de
los fundamentos del calculo propuesto por
Lagrange (1736-1813) en su obra Teoria de
Funciones Analiticas. (véase Hawkins, pags.
43-54).

Mas adelante, Ampeére (1806) intento otra de-
mostracion pero sin recurrir a los argumentos
de analiticidad de Lagrange. La lista de intentos
es larga; ya para tiempos de Weierstrass, su dis-
cipulo Hankel (1870) habia demostrado que si
g es continua sobre [-1,1] pero g'(0) (la deri-
vada de g en 0) no existe, entonces la fun-
cion:

fix)= Z g(sennpx) / n* (k>2)

es continua pero NO derivable en los racio-
nales.

Este ejemplo y otros similares entre los que
se cuentan los de H. Schwarz, también disci-
pulo de Weierstrass, y otro tardio de Dar-
boux (1879), contribuyeron a la toma de
conciencia sobre el grado de generalidad
que habia alcanzado el concepto de funcion.
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Francamente, era insuficiente seguir pensan-
do en una funcion a través de su representa-
cidon geométrica.

No podemos dejar de mencionar el ejemplo
de Riemann (1861):

Debido a la convergencia uniforme de la serie,
la funcion f es continua sobre los reales. Rie-
mann pensé que esta funcion en ningln punto
era derivable. Pero estaba ligeramente equivo-
cado como demostré Gerver en 1970 (véase
Hairer-Wanner pag. 262) ya que en x = Tl y
otros valores excepcionales (mudiltiplos irra-
cionales de 1) la funcion es derivable.

Hacia 1872 Weierstrass escribia:

Hasta hace muy poco se creia que una
funcion continua siempre tenia una pri-
mera derivada cuyo valor podia ser infi-
nito o indefinido solo en algunos
puntos aislados. Aun en el trabajo de
Gauss, Cauchy, Dirichlet, matematicos
acostumbrados a la critica severa, no
puede hallarse, de acuerdo a lo que sé,
una opinion distinta. (loc. cit. pag. 261).

Ese mismo ahno, Weierstrass dio a conocer,
en su seminario, el siguiente resultado:

. 3 .
Sib<lyab>1+ ET[' entonces, la funciéon

g(x)= Z b" cos(a” x) es continua para todo x

y en ninguno de su valores es derivable.

El resultado fue publicado en 1875 como par-
te de un articulo de du Bois-Reymond, con el
debido crédito al maestro.

Los efectos causados por la existencia de
esta clase especial de funciones (continuas
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sin derivada en punto alguno) fueron consi-
derables. En primer lugar, la continuidad de
una funcién no siempre representaba una
propiedad de su grafica pues estos ejemplos
no son graficables ya que continuidad-sin
derivabilidad queria decir que la gréafica de la
funcion jtiene un pico en cada punto!

La continuidad se transformaba, entonces,
en una propiedad descrita y verificada, cuan-
do fuese necesario, en términos numéricos.
Un analisis aritmetizado era el nuevo espacio
de trabajo. Nos parece que esta es una con-
secuencia muy profunda del trabajo de la es-
cuela weierstrassiana. Y este es, justamente,
el segundo efecto de su trabajo: haber esta-
blecido en una nueva disciplina, una meto-
dologia de la cual, los nuevos parametros de
rigor, hacian parte medular.

Todo el dltimo tercio del siglo XIX estuvo bajo
el influjo de esta vision. El nuevo siglo se ini-
ci6 con trabajos que soélo hacian creer en un
futuro lleno de optimismo. Basta citar la tesis
Longitud, darea y volumen de H. Lebesgue, de-
dicado a la teoria de la medida y de la inte-
gracion, una de las mas bellas creaciones
matematicas de este siglo. Aunque el rigor in-
troducido a las matematicas ha seguido evo-
lucionando con muy buena salud, y no pare-
ce haber razones para que la situacion a este
respecto cambie, ya a comienzos del siglo se
escuchaban voces criticas que veifan con
cierta inquietud la desaparicion del analisis
geomeétrico.

En efecto, aunque la aritmetizaciéon dio una
fundamentacion soélida al analisis matemati-
co, la comprension intuitiva suministrada por
la geometria seguia haciendo falta. Al menos
psicolégicamente (y esto no es un problema
menor) para los estudiantes recién llegados
al campo. No eran faciles de aceptar objetos
como las funciones continuas sin derivada.



Es muy probable que la situacion se haya tor-
nado alin mas ardua, para los estudiosos del
analisis, cuando fueron testigos de la irrup-
cion de otro resultado inesperado: la existen-
cia de una funcién continua de la recta sobre
el plano; es decir, de una curva continua que
llena un cuadrado. Este resultado se debe a
Peano (1890).

A continuacién estudiaremos un ejemplo
de funcion continua sin derivada, debido
esencialmente a Van der Waerden (véase
Billingsley 1982). Por varias razones prefe-
rimos el estudio de este ejemplo al original
de Weierstrass (para su estudio remitimos
al lector al articulo del Prof. Gravinsky en
este mismo nudmero). Nos parece que el
ejemplo del maestro aleman es deliberada-
mente analitico para enfatizar el caracter
aritmético que tanto le interesaba; era par-
te sustancial de su programa de restructu-
racion del andlisis. En cambio, el ejemplo
que presentaremos, aunque necesariamen-
te es muy analitico, abre (de nuevo) las
puertas a consideraciones geomeétricas
que van a quedar plenamente justificadas
mas adelante en el trabajo de von Koch.

Ejemplo Fundamental

Consideremos la funcién ¢(x) = distancia de
x al entero mas cercano. Su grafica en el in-
tervalo [0,1] se presenta en la figura 1:

En dicho intervalo, podemos representar la
funcion asi:

Es importante observar que la grafica de la
funcion tiene esta misma forma entre dos
cualesquiera enteros consecutivos.
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pendiente = 1 —= —-—— pendiente = 1

- mmmmmmmaaa

—
~
)

Figura 1

Ahora definimos una sucesion de funciones
f, asi:

LICHE))
2n

f

a(xX)=
De esta manera, cada funcion f, esta formada
por copias a escala de la funcién ¢. La idea es
ir produciendo una sucesion de funciones en
donde cada una de las funciones tenga mu-
chos picos. Al sumar todas estas funciones
vamos a obtener una funcién continua sin
derivada.

1. Definamos la funcién g:[0,1] — R asf:

g(x)zann (x)

Como f, (x) <

n+1

e 1
y la serie Z_” =1enton-
2"

ces, el C-criterio de Weierstrass garantiza que
la funcién g es continua.

2. Al considerar la funcion f, tendremos mi-
nimos absolutos en los valores u =i2-" don-
dei=0,1,2,..,2" (figura 2).

Si k = n entonces f, (u) =0, u=1i2", pues 2k u
es un ndmero natural. Recordemos que

©(2ku) =0

De manera que si u =1/ - 27", entonces,
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gu) = fo(u) + f1 (u) + f2 (u) + -+ foq (u).

3. Veamos que la funcion g no es derivable. Es
facil ver que cualquier x en [0,1] se encuentra
en un intervalo cuyos extremos son de la for-
ma: u,=i2"yv,=(i+1)2" paraalgin i, porlo
tanto puede verse, tal x, como limite de las su-
cesiones u, y v, cuando n — oo, Para estudiar la
posible derivabilidad de g en x, vamos a consi-
derar los cocientes:

g(v,)-glu,)
V. —-Uu

n n

Por la observacion hecha en (2), tendremos
que:

glv,)-8(u,) _ & f,(v,)-f,(u,)
v —-Uu = V. —-Uu

n n n n

Ahora, cada cociente

fi(v,)-filu,)

v, —-u

n n

es 1 6 -1. Por lo tanto,

g(v,)-glu,)
Vn - Un

=+1+1x1[hveces)

de modo que no existe el limite cuando n — oo,
En conclusiéon g no es derivable en ningtn
punto.

Conviene recordar, para dar una mejor pers-
pectiva a estos trabajos, el resultado de Le-
besgue (op. cit.):

Si f es una funcion mondtona, entonces f es
derivable excepto sobre un conjunto de me-
dida nula.

Quiza esto sea lo mas préximo que se pueda
estar del resultado tan buscado sobre la deri-
vabilidad de una funcién continua.

Retorno a la Geometria

Suele ocurrir que, bajo la influencia de un
modo de pensar poderoso, los cientificos de
una disciplina exageren las bondades o la in-
terpretacion de los nuevos enfoques. En cier-
to momento —comienzos del siglo XX— se
empezo a escuchar la voz de una corriente
que proponia equilibrar la excesiva aritmeti-
zacion, con un enfoque mas geométrico.



Una de estas voces fue la del matematico
sueco Helge von Koch. Conviene citar en ex-
tenso su punto de vista:

Hasta antes de Weierstrass, era una creen-
cia bastante comun entre los miembros
de la comunidad cientifica, que toda cur-
va continua tiene una tangente bien de-
terminada —excepto en algunos puntos
singulares. Se sabe que ocasionalmente,
los gedmetras han tratado de establecer
este resultado, sin duda apoyandose en la
representacion grafica de las curvas. Aun
cuando el ejemplo de Weierstrass ha co-
rregido esta falsa concepcién de una vez
y para siempre, me parece que su ejem-
plo no es satisfactorio desde un punto de
vista geométrico...la expresion analitica
oculta la naturaleza geométrica de la cur-
va correspondiente...y no se ve por qué
carece de tangente.

Luego continda von Koch:

Por esta razéon me he preguntado —y
creo que esta cuestion es importante
desde un punto de vista didactico tanto
para la geometria como para el anali-
sis— si uno podria hallar una curva sin
tangentes para la que los aspectos geo-
métricos estén de acuerdo con todo el
contexto. La curva que he encontrado y
que es el objeto de este articulo, esta
definida mediante una construccién
muy simple y creo, que cualquiera po-
dra ver intuitivamente la imposibilidad
de la existencia de la tangente.

Estas citas se pueden hallar en la introduc-
cion del articulo Sobre curvas continuas sin
tangentes, constructibles mediante la geome-
tria elemental que aparecié en 1904. Se re-
produce en el libro Classics on Fractals, de G.
Edgar, 1993.

Para finalizar, vamos a estudiar el ejemplo de
von Koch. Se parte de un segmento de longi-
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tud L y se divide en tres partes iguales. Se
extrae la parte (segmento) central y se reem-
plaza por dos segmentos iguales al extraido,
tal como queda ilustrado en la figura basica
(figura 3).

Figura 3

La segunda etapa de la construccion de la
curva de von Koch consiste en colocar una
copia de la figura basica (la del dibujo ante-
rior) sobre cada uno de los segmentos de los
que estd compuesta esta figura basica.
Como la figura original estd compuesta de
cuatro segmentos (de igual longitud) las cua-
tro copias que vamos a colocar seran mode-
los a escala (;cudl es la escala?) de la figura
original. El resultado esta en la figura 4.

Figura 4

El procedimiento de ir colocando copias a
escalas de la figura original se continda inde-
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finidamente. La figura que resulta como limi-
te de este procedimiento, es la curva de Von
Koch. Para tener una mejor idea de los resul-
tados de las etapas de la construccion, mos-
tremos la tercera etapa (figura 5):

Figura 5

El lenguaje de programacion Logo, nos permi-
te construir de una manera relativamente sen-
cilla, un programa para graficar cualquiera de
las etapas. Las instrucciones basicas del lengua-
je que seran empleadas son: Forward (abrevia-
da Fd) que dada en la forma Fd : N, le indica a
“la tortuga” (que es la forma usual del indica-
dor del movimiento) que avance, en la direc-
cion en la que esta mirando, N pasos. La otra
instruccion es Right (abreviada Rt) que dada en
la forma Rt a le indica a la tortuga que gire a su
derecha un angulo de a grados. Para girar a la
izquierda de la tortuga, se usa Left (abreviada
Lt). Entonces, para dibujar la figura basica po-
demos usar el programa siguiente:

To Koch1 :L
Fd :L/3

Lt 60

Fd :L/3

Rt 120

Fd :L/3

Lt 60

Fd :L/3

End
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La primera linea del programa To Koch1 :L se
necesita para poner un nombre al mismo
(que siempre empieza con To) y el parame-
tro :L (precedido de los dos puntos) indica que
al momento de la ejecucion debera darsele un
valor numérico. Por ejemplo, Koch 100 quiere
decir que se dibujara la figura basica a partir
de un segmento cuya longitud es 100 unida-
des. ;Qué ocurre si, siguiendo nuestra des-
cripcion por etapas, quisiéramos dibujar la
segunda etapa? Cada uno de los segmentos
de longitud L/3 de la figura basica, debe ser
reemplazado por una copia a escala de esa
misma figura basica (a la que nos referiremos
como Koch1). Cada una de las copias a esca-
la que necesitamos, resulta de la ejecucion
del programa Koch1 :L/3. Entonces, el pro-
grama para graficar la segunda etapa, que lla-
maremos Koch2, es el siguiente:

To Koch2 :L
Kocht :L/3
Lt 60
Koch1 :L/3
Rt 120
Kocht :L/3
Lt 60
Koch1 :L/3
End

Para graficar la tercera etapa, que denota-
mos mediante Koch3, necesitamos haber
construido el programa para graficar Koch2.
Si partimos de un segmento inicial de longi-
tud L, los cuatro segmentos que componen a
la figura basica tienen, cada uno, longitud
L/3. Ahora, sobre la figura correspondiente a
Koch2, necesitamos colocar copias de la fi-
gura basica (llamada también generador de
la curva de von Koch) en cada segmento de
longitud L/9; por lo tanto seran copias del ge-
nerador donde cada lado tiene longitud
L/27. Este proceso puede continuarse hasta



la etapa que se desee. De acuerdo a la des-
cripcion que acabamos de hacer, el progra-
ma correspondiente a Koch3 queda:

To Koch3 :L
Koch2 :L/3
Lt 60
Koch2 :L/3
Rt 120
Koch2 :L/3
Lt 60
Koch2 :L/3
End

Observando con cuidado los programas
para graficar Koch1, Koch2 y Koch3, uno
puede abstraer la forma general que tiene el
programa para graficar KochN, para cual-
quier N, una vez que uno tiene el programa
correspondiente a Koch (N-1). Este progra-
ma es:

To KochN :L

Koch (N-1) :(L-1)/3
Lt 60

Koch (N-1) :(L-1)/3
Rt 120

Koch (N-1) :(L-1)/3
Lt 60

Koch (N-1) :(L-1)/3
End

Obsérvese que para graficar Koch1, debemos
tener, a su vez, lo que podriamos llamar
KochO, que se reduce a [Fd:L.]

Logo permite la construccion mediante la re-
cursividad (que no es privativa de este len-
guaje) de un programa que nos permite de
un golpe graficar la etapa que se desee, pues
en ese mismo programa estaran las instruc-
ciones para graficar todas las etapas anterio-
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res necesarias. Un procedimiento de esta na-
turaleza dependera de dos parametros: la
longitud del segmento inicializador, Ly el nu-
mero natural correspondiente a la etapa (o
nivel) que se quiera graficar. Tal programa
(que ya debe resultar natural para el lector)
es el siguiente:

TO KOCH :N :L

IF :N=0 [FD :L STOP]
KOCH :N-1:L/3

LT 60
KOCH :N-1:
RT 120
KOCH :N-1:
LT 60
KOCH :N-1:
END

L/3
L/3

L/3

Comparando este programa con el corres-
pondiente a KochN :L vemos dos diferencias.
La primera es que en KOCH :N :L, aparecen
dos parametros y no uno como en KochN :L.
El parametro :L, indica siempre la longitud
del segmento inicializador, a partir del cual
haremos las construcciones de las etapas. El
parametro :N corresponde a la etapa que se
quiere graficar. La otra diferencia entre am-
bos programas, KOCH :N :Ly KochN :L, apare-
ce en la primeralinea de KOCH :N :L, que es
IF :N=0 [FD :L STOP]. Esta linea permite resol-
ver el caso N=0, que se reduce a trazar un
segmento. El efecto es el mismo que tiene la
ejecucion de KochO :L. Vale la pena que el
lector haga la descripcion completa para el
caso N=2 en el programa KOCH :N :L. Es una
actividad que recomendamos, ya que le per-
mitira comprender mejor como funciona la
recursividad.

En la pantalla de una computadora sélo po-
dremos representar un ndmero, mas bien pe-
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queno, de etapas del proceso debido a las li-
mitaciones de la resolucion de la pantalla®.

En su momento, las funciones continuas sin
derivada, las curvas continuas que llenan un
cuadrado y muchos otros ejemplos, fueron
considerados como patologicos. Todos he-
mos sabido de la expresion del gran matema-
tico Hermite, quien decia que daba la espal-
da a esa plaga de funciones que no tienen
derivadas. Este tipo de expresiones son refle-
jo de la ideologia explicita e implicita que
siempre esta presente en el trabajo cientifi-
co. Si el lector tuviese dudas sobre esta Ulti-
ma afirmacién, bastaria remitirlo a la historia
de los conflictos padecidos por Cantor du-
rante la elaboracion de su teoria de los con-
juntos infinitos.

Por su elocuencia y pertinencia, considera-
mos interesante en este momento traer una
cita en extenso de Dyson (1978):

Una gran revolucion en ideas separa la
matematica clasica del siglo XIX, de la
matematica del siglo XX. La matemati-
ca clasica tuvo sus raices en las estruc-
turas regulares de Euclides y en la
dinamica continua de Newton. La ma-
tematica moderna comienza con la
teoria de conjuntos de Cantory con la
curva de Peano, que llena un cuadra-
do (afiadimos nosotros: y con la curva
de Weierstrass, la de Von Koch, con la
construcciéon geométrica, en manos
de Hilbert de la curva analitica de Pea-
no)... estas estructuras fueron vistas al
comienzo como “patolégicas”... mas
cercanas a la musica atonal y a la pin-
tura cubista...estos ejemplos fueron
importantes para mostrar que el mun-
do de la matematica poseia una rique-

5
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za de posibilidades que iba mas alla
de las simples estructuras que podian
verse en la naturaleza. La matematica
delsiglo XX se desarroll6 en la creencia
de que habia trascendido los limites
impuestos por sus origenes naturales.
Ahora como Mandelbrot nos muestra
ejemplo tras ejemplo, la naturaleza ha
hecho una broma a los matematicos...
las mismas estructuras patolégicas in-
ventadas para romper los nexos con la
naturaleza, resulta ahora que son inhe-
rentes a la descripcion de los objetos
naturales que nos rodean.

La situaciéon descrita aqui es caracteristica de
las matematicas: una permanente tension
entre lo concreto y lo abstracto. Lo que es
abstracto en un nivel de desarrollo es concre-
to en un nivel posterior. Alli encuentra una
explicacion mas profunda. Asi, las curvas pa-
tologicas son actualmente los ejemplos pri-
meros en la teoria de los objetos fractales.
Weierstrass seguira con nosotros.
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Resumen

Una gran parte de las criticas a las epistemologias
constructivistas, en particular a la teoria de Piaget, se
han hecho desde dominios diferentes a la epistemolo-
gia, principalmente desde la didactica y la psicologia.
El proposito del presente trabajo es mostrar que la
fuerza de la teoria piagetiana se debe buscar en sus
contenidos epistemolégicos y no, como se ha hecho
tradicionalmente, en aplicaciones invdlidas a la educa-
cién. Sin negar la filiacién que la epistemologia tiene
con las aproximaciones didacticas, nuestra intencion
es tratar de delimitar sus respectivos dominios de apli-
cabilidad.

Abstract

To a large extent, criticisms to constructivists episte-
mologies in particular to Piaget”s theory, have come
from fields like psychology and didactics, not from
epistemology itself. Our goal is to show that the po-
wer of piagetian theory comes from its epistemologi-
cal contents. One must not look for this power in
education for its own sake. This does not mean that

epistemology and educational theories are unrelated
but that each one has to define its domain of applica-
bility.

Introduccion

Las investigaciones en didactica que indagan
sobre los procesos de ensenanza y aprendi-
zaje de las ciencias han alcanzado en las dlti-
mas décadas niveles de consolidacién consi-
derables, lo que hace necesario caracterizar
los marcos conceptuales que determinan
nuestras explicaciones acerca de los fenéme-
nos vinculados a la educacion cientifica.

Los métodos de ensenanza, el disefo de es-
tructuras curriculares, los textos y materiales
didacticos y la practica dentro del aula han
estado —porque no puede ser de otra mane-
ra— inspirados en las concepciones cientifi-
cas de los educadores. Si consideramos el
dominio del paradigma empirista de la cien-

Articulo publicado en Ensenanza de las Ciencias, 1998, vol. 16(3), p.p. 421-429 Barcelona.
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cia en buena parte de nuestro siglo, no es ex-
trafno ver que las ciencias hayan sido tratadas
en la escuela como un cuerpo inalterable de
conocimientos preexistentes. Bajo este para-
digma epistemoldgico, el papel del profesor
y de quienes producen los planes de estudio,
los textos y los materiales didacticos ha con-
sistido en disenar estrategias curriculares y
didacticas, que faciliten a los estudiantes la
asimilacion del conocimiento transmitido. La
concepcion que subyace a esta actividad su-
pone que existe una relacion mecanica entre
transmision y asimilacion.

Durante muchos anos hemos aceptado una
concepcion educativa que no distingue entre
entrenamiento y ensefanza. Hemos supuesto
que el conocimiento es un bien que debe ser
entregado al estudiante por medio de una
practica didactica preestablecida; para ello se
han sobrestimado actividades como la memo-
rizacion, la repeticion y la realizacion de tareas
rutinarias. Sin embargo, ahora nos damos
cuenta que resolver problemas en el sentido
amplio, como lo establecen la mayoria de los
propositos explicitos de la educacion cientifica
en todos los paises, exige del estudiante una
comprension que va mas alla de este primer ni-
vel. Para lograrlo, sabemos que el estudiante
debe llevar a cabo otras actividades, distintas y
mas complejas, que incluyen no sélo una refle-
xion sobre sus operaciones, sino una reflexion
sobre su reflexion. La forma de comprension
que resulta de esta actividad metacognitiva sa-
bemos —o dicen los estudios realizados a este
respecto— que no puede ser transmitida, en el
sentido tradicional, al estudiante. Es algo que él
tiene que construir con sus propios medios y
que el profesor debe reconocer y propiciar.

La concepcién mecanicista, que supone
que al generarse un proceso de emision de
informacion por parte del profesor se activa
automaticamente un proceso de asimila-
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cion de dicha informacién por parte del
estudiante, tiene una vieja historia. Que las
cosas no son asi, es algo que se puede cons-
tatar mediante la presencia, en el campo de
conocimientos del estudiante —a la hora del
examen, por ejemplo—, de elementos que
no estaban presentes en el discurso de en-
senanza del profesor.

;Cuales son las alternativas a este estado de
cosas? Responder a este interrogante es uno
de los propdsitos principales de los estudios
sobre la ensenanza de las ciencias. Uno de
los puntos de partida de estas indagaciones
esta en las ciencias mismas. Empero, el cono-
cimiento cientifico, si bien es necesario, no
es suficiente para la caracterizacion de una
disciplina cuyo objeto de estudio es la ense-
nanza y el aprendizaje de la ciencia y no la
ciencia misma. Una condicién indispensable
para tal caracterizacion la constituye la inte-
raccion continua con el sistema educativo y
con los actores —alumnos y maestros— del
proceso.

La alternativa constructivista en
epistemologia

Hemos insistido anteriormente, en que las
concepciones sobre la ciencia que tiene el
educador modelan y modulan sus practicas
pedagdgicas. Estas concepciones son, con
frecuencia implicitas y, por tanto, caen fuera
de la esfera de los esfuerzos conscientes del
profesor por identificar las posibles causas
de los fracasos de sus alumnos. De alli que
resulte importante la toma de conciencia,
por parte del educador, de sus convicciones
sobre la naturaleza del conocimiento cientifi-
co, sobre como éste se genera, sobre las rela-
ciones entre el conocimiento y la realidad y
entre las distintas manifestaciones del saber
cientifico, de modo que el educador pueda
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emplear, de manera explicita, estas ideas en
el diseno de su accién pedagdgica.

La epistemologia, en su versién contempo-
ranea, se propone el estudio de la naturale-
za del conocimiento cientifico y de las cir-
cunstancias de su produccion. Ya desde los
tiempos de la antigliedad clasica griega era
dominante el pensamiento epistemoldgico
realista que concibe el conocimiento como
una copia de la realidad: el conocimiento se
considera el reflejo —como la imagen en un
espejo- de ese mundo externo que existe
con independencia del observador. El enfo-
que tradicional de la ensenanza tiene raices
profundas en esta epistemologia realista
[véase Moreno-Waldegg, 1992] que se com-
plementa arménicamente con el paradigma
empirista; bajo este punto de vista, la activi-
dad del sujeto que trata de conocer (el sujeto
cognoscente) queda subordinada al objeto
de su conocimiento y su actividad -primor-
dialmente perceptual- sélo puede producir
un conocimiento que es reflejo fiel de una
realidad externa estructurada.

Si bien esta concepcién realista—empirista
del conocimiento resulta ser una especie
de respuesta espontanea del hombre co-
mun ante las preguntas sobre la naturaleza
del conocimiento, no ha estado, desde sus
primeras manifestaciones en la Grecia anti-
gua, libre de cuestionamientos. En el siglo v
a.C., los escépticos hicieron evidente la im-
posibilidad l6gica de establecer la verdad
de un conocimiento, ya que la necesaria
comparacién de ese conocimiento con la
parte de la realidad que supuestamente re-
presenta, implica un nuevo acto de conoci-
miento, que tendria también que ponerse a
prueba para demostrar su verdad. Esta s6lo
es la primera de una larga cadena de obje-
ciones a las que se tuvieron que enfrentar
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quienes defendian el realismo y el empirismo
epistemologico.

Reaccionando al punto de vista realista— em-
pirista, Kant (1724-1804) postula en su Criti-
ca de la Razoén Pura que, cuando el sujeto
entra en contacto con su objeto de conoci-
miento, recibe impresiones sensibles que so-
mete a un proceso organizador, mediante
estructuras cognitivas innatas. Lo que resulta
es el conocimiento. Asi como el liquido
adopta la forma del recipiente que lo contie-
ne, asi también las impresiones sensoriales
adoptan las formas que les son impuestas
por las estructuras cognitivas que las proce-
san; el resultado de este procesamiento es el
conocimiento. De esta manera, Kant nos ad-
vierte sobre las condiciones de posibilidad
del conocimiento objetivo: para alcanzarlo
se requiere de ciertas formas innatas de sen-
sibilidad, estas son el espacio, el tiempo, la
causalidad, la permanencia del objeto. En
otros términos, aunque la realidad existe con
independencia del sujeto, el conocimiento
que éste puede tener de aquélla, esta media-
do por la capacidad cognoscitiva intrinseca
del sujeto.

Hay dos consecuencias fundamentales del
enfoque kantiano: la primera, el conocimien-
to deja de ser concebido como representa-
cion de la realidad externa 'y, en su lugar, es
visto como resultado inseparable de las ex-
periencias del sujeto y de su actividad cog-
noscitiva. La segunda, el sujeto deja de ser
cognitivamente pasivo frente al objeto de su
conocimiento. El sujeto da estructura a sus
experiencias. Esto ya lo habian adelantado
las corrientes racionalistas, pero al costo de
irse al extremo de poner todo el peso de la
construccién del conocimiento en el sujeto
cognoscente, marginando al objeto. La posi-
cion kantiana inauguré un nuevo modo de



conceptualizar la actividad cognoscitiva. So-
bre ella trabajaria Piaget dos siglos mas tarde.

Para Piaget el sujeto se acerca al objeto de
conocimiento dotado de ciertas estructuras
cognitivas previamente construidas (no inna-
tas), mediante las cuales asimila al objeto de
conocimiento. Esta asimilacién activa una
transformacién (acomodacion) de su aparato
cognitivo, de modo que, en el siguiente acer-
camiento su lectura del objeto sera otra,
pues como resultado de la primera, las es-
tructuras cognitivas del sujeto se han modifi-
cado. Con ello se establece una diferencia
central con la posicién de Kant: las estructu-
ras cognitivas piagetianas son estructuras
que se generan y evolucionan en el tiempo.

Las estructuras cognitivas del sujeto se van
transformando. Con el paso del tiempo, el
sujeto se va encontrando en posesion de un
aparato cognitivo cada vez mas adaptado a
su entorno. Por ejemplo, la l6gica de un nifo
pequeno es cualitativamente distinta a la 16-
gica de un adulto; como consecuencia, la
imagen del mundo del nifo es distinta a la
imagen del adulto; sin embargo, en ninguno
de los dos casos, laimagen del mundo es una
copia de una realidad que esté alli, estructu-
rada, lista para ser asimilada. La dimension
constructivista de la epistemologia piagetia-
na se refiere a que el sujeto va construyendo
sus sucesivas versiones del mundo al mismo
tiempo que construye sus propias estructuras
cognitivas. Su conocimiento no es copia de
una realidad externa a él, sino resultado de la
estructuracion de sus propias experiencias.

Una idea primordial que subyace a la obra
de Piaget es la de evolucién. A ella corres-
ponde un punto de vista filosofico y cientifi-
co que consiste en fijar nuestra atencion en
la naturaleza dinamica y cambiante de las co-
sas y estudiar entonces sus transformaciones
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a lo largo del tiempo. En esencia, este punto
de vista, dominante ya a fines del siglo pasa-
do, fue una consecuencia duradera de la
obra de Darwin.

Una epistemologia experimental

Piaget quiso que la epistemologia estuviese
dotada de mecanismos de control sobre sus
afirmaciones. La historia de la ciencia (conce-
bida como laboratorio epistemolégico) y la
psicologia, le darian los elementos para dise-
nar el dominio experimental de su version de
esta disciplina.

El objetivo de la epistemologia genética es
la explicacion del conocimiento cientifico;
su base experimental la constituye la histo-
ria de la ciencia y ciertos experimentos psi-
colégicos, que quedan enmarcados en la
llamada psicologia genética, desarrollada
para tales fines por Piaget y su escuela gine-
brina. Describiremos ahora las relaciones
entre las tesis epistemologicas centrales de
la teoria piagetiana y los experimentos psi-
colégicos disenados como parte del domi-
nio empirico correspondiente, al tiempo
que haremos algunas anotaciones desde la
perspectiva educativa.

Piaget siempre estuvo bajo la fuerte in-
fluencia de la ciencia de su tiempo (esto ya
es evidente en su articulo Las Dos Direccio-
nes del Pensamiento Cientifico de 1929). Su
epistemologia esta pensada alrededor de
las categorias basicas de la ciencia: el espa-
cio, el tiempo, la causalidad, el principio de
conservacion de la materia, el ndmero, etc.
Piaget realiz6 investigaciones decisivas so-
bre estas categorias, desde la perspectiva
de la historia de las ideas, que lo llevaron a
una explicacién de la razén profunda de la
existencia de un pensamiento racional.
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Pero consideré necesario dar una mayor
sustentacion empirica a sus aseveraciones
de orden epistemoldgico. Entonces, su la-
boratorio epistemoldégico, constituido por
la historia de la ciencia, se vio ampliado
con sus investigaciones psicogenéticas’.
De alli extrae una informacion fundamen-
tal: existe una logica del nino, cualitativa-
mente distinta a la l6gica del adulto. Este re-
sultado esta en el corazén de su teoria,
pues le permitié explicar el origen operato-
rio de las estructuras légicas (punto débil
del empirismo) ademas de verificar una vie-
ja hipotesis sobre la existencia de una l6gi-
ca de la accion (la del niho pequeiho) que
sirve como punto de partida para la cons-
truccion de la l6gica del pensamiento adul-
to. Para Piaget, el pensamiento es una ac-
cion que se lleva a cabo internamente; para
su descripcion requiere de un analogo inte-
riorizado del movimiento y de la percep-
cion. La funcion simbdlica hace posible
esta nueva forma de accion: se comienza
con las representaciones simples del mun-
do sensoriomotor y de alli se llega a las
operaciones concretas que se apoyan so-
bre aquellas primeras representaciones. El
periodo de las operaciones concretas tiene
como nucleo la posibilidad de aplicar, por
parte del sujeto, alglin principio de conser-
vacion. Debe entenderse que esto ocurre
siempre dentro de un contexto y que el éxi-
to en la aplicacién de un principio de con-
servacion en dicho contexto no significa
que el sujeto ya pueda aplicar tal principio
en cualquier otra situacion. Lo que le inte-
resa a la epistemologia genética, como tal,
es que la posibilidad de aplicar un principio

get.

de conservacion revela un cambio cualitati-
vo. En la etapa final del proceso (que es
muy largo, complejo y altamente no-homo-
géneo) aparecen las formas complejas de
organizacion del pensamiento cientifico. El
ndcleo de la etapa de las operaciones for-
males lo constituye la posibilidad del pen-
samiento hipotético-deductivo, es decir, la
posibilidad de razonar a partir de hipétesis.
Volvamos a insistir, la posibilidad significa
que, en una situacion determinada, el suje-
to es capaz de esta forma compleja de ra-
zonamiento. Es alli, en esa posibilidad, don-
de se encuentra el valor epistemolégico
que interesa a la epistemologia genética®.

El andlisis de la génesis historica de las cate-
gorias basicas del pensamiento cientifico
permitié a Piaget la tematizacion (es decir, el
estudio sistematizado) de la objetivacion y
del aumento de claridad conceptual (que po-
demos asociar a un aumento de rigor) en el
desarrollo de las ciencias. La actividad de la
comunidad cientifica va llevando al conoci-
miento, en una época determinada, a un ma-
yor nivel de objetividad. La objetividad no es
pues una caracteristica del conocimiento
que cae ya preformado ante los ojos de la co-
munidad.

Pero hablar de la actividad de los cientificos
es hablar de un nivel de desarrollo avanzado.
Si de lo que se trata es de investigar el proce-
so de construccion del conocimiento cientifi-
co, la perspectiva evolutiva indica que hay
que ir hacia atras, hacia las etapas anteriores,
ya que la realidad de un proceso evolutivo
no la descubre ninguna de sus etapas en par-
ticular, sino el proceso en su totalidad. Al ha-

Son procesos practicamente simultdneos; es nuestra descripcion la que genera la ilusion de linealidad en las etapas del trabajo de Pia-

Desde el punto de vista escolar, lo que interesa es que el estudiante pueda ampliar su campo de aplicacion de los principios de conser-

vacion. En ese sentido, la instruccion tiene un impacto central sobre el desarrollo intelectual del estudiante.



cerse difuso el seguimiento de las ideas en
las épocas mas tempranas, se desemboca en
la psicogénesis, como parte de una estrate-
gia que permite la construccion de un mode-
lo del sistema cognitivo. Se trata entonces de
indagar los origenes del funcionamiento cog-
nitivo de un sujeto frente a problemas dise-
nados a partir de las categorias como espa-
cio, tiempo, conservacion de la materia,
conservacion de la cantidad, etc.

Sin embargo, el largo y arduo trabajo requeri-
do por la investigacion psicogenética absor-
bi6 casi la mayoria del tiempo vy las energias
de Piaget (durante mas de 50 anos); no fue
facil descubrir, por ejemplo, las raices de la
l6gica alli en el dominio de la inteligencia
sensoriomotriz. Las consecuencias no se hi-
cieron esperar: dio la impresion de que su
trabajo estaba orientado completamente a la
psicologia, lo que fue en perjuicio de las in-
terpretaciones epistemoldgicas de su trabajo
experimental.

Es pertinente senalar en este momento, que
la epistemologia genética no es una teoria in-
ductiva, extraida de las evidencias suministra-
das por las indagaciones psicogenéticas ni
por las historico-criticas. Mas bien, de lo que
se trataba era de explorar la posibilidad de
comprobacion, desde estas dos dimensiones
experimentales, de los hechos determinados
por la teoria. Este punto de vista tiene una im-
portancia particular con respecto a la teoria
psicogenética que ha sido el blanco preferi-
do de quienes confunden esta teoria con una
psicologia del aprendizaje, en el sentido mas
tradicional del término. Asi pues, lo que Pia-
get observa, cuando observa el funciona-
miento cognitivo de los nifos, son hechos
determinados por su teoria.

Un ejemplo importante del uso epistemolo6-
gico que Piaget da a sus investigaciones psi-
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cogenéticas lo constituye la forma en que re-
futa al empirismo. Sus investigaciones mues-
tran que la conservacion del nimero de ele-
mentos de una coleccion de cuentas, por
ejemplo, no es extraido directamente de las
agrupaciones de cuentas, no depende de la
disposicion espacial de los elementos de di-
cha coleccion. Es resultado de una construc-
cion que el sujeto hace a partir de una refle-
xion sobre sus propias acciones.

Aunque la teoria piagetiana senala que los
avances cognitivos del individuo suponen
adaptaciones a su entorno, fisico y social, sus
esfuerzos van encaminados basicamente a
explicar como el sujeto puede dar sentido a
un mundo genérico que se describe desde
las categorias basicas del pensamiento cienti-
fico. El sujeto, que explora en ese mundo ar-
mado fundamentalmente con su l6gica de la
accion, nos ofrece la oportunidad de obser-
var coémo se articulan los conceptos a lo lar-
go del desarrollo de su vision del mundo.

Piaget postula que este tipo de observacion
psicogenética permite construir un modelo
de desarrollo del desarrollo cientifico (el
modelo original no lo podemos reconstruir
dado lo fragmentario de la informacién his-
térica o prehistorica que tenemos a nuestra
disposicion).

Hay dos observaciones que deben reiterar-
se: la primera, que el sujeto psicolégico de
Piaget no es el sujeto de las teorias psicologi-
cas tradicionales. Es un sujeto que responde
a preguntas sobre las categorias de la cien-
cia: espacio, tiempo, conservaciéon de la ma-
teria, etc. Un sustrato cognitivo comdun, un
modelo genérico de desarrollo, por lo menos
dentro de las culturas occidentales [Bringuier
1985, 100].

La segunda observacion viene en forma de
pregunta: ;como evaluar esta hipétesis? Pia-
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get espera que esto se haga de igual forma a
como se hace en las ciencias naturales: esti-
mando la capacidad explicativa de su teoria.
Esto es indispensable, reiteramos, porque su
teoria no tiene pretensiones inductivistas®.

El sujeto que le interesa a Piaget es aquel que
construye la conservacion del objeto, que
descubre a partir de una reflexién sobre sus
acciones que la cantidad de arcilla no cam-
bia aunque cambiemos la forma del material,
mostrando con ello que ha accedido a una
forma de pensar nueva: antes no podia resol-
ver el problema que se le planteaba con la ar-
cilla; ahora ya puede. Después, mostrara que
accede a otra forma de razonamiento, cuan-
do sea capaz de prescindir de cualquier sus-
trato material como sustento de su pensa-
miento (no se discute en ese momento
como llega a ser capaz, sélo que llega a ser-
lo). Ese sujeto (el sujeto epistémico) es una
abstraccion, como lo es el principio de iner-
cia de la dinamica de Galileo y la ley de gravi-
tacion universal de Newton, su existencia su-
pone condiciones ideales y, por tanto,
imposibles de encontrar en las situaciones
de la vida cotidiana.

Logica y cultura

La teoria del sujeto escolar no puede extraer-
se mecanicamente, por todo lo que esto im-
plica (o deja de implicar) de la teoria psicoge-
nética de Piaget. El que muchos de sus
seguidores lo hayan intentado le ha costado a
Piaget un numero considerable de criticas
desde la psicologia. Piaget, como Newton an-
tes que él, hace hipotesis, pero estas hipotesis
son orientadas a su teoria epistemoldégica.

9

donde tal forma de razonamiento es aplicable.
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Para Piaget, el conocimiento es un fenéme-
no social que sufre procesos de cambio tan-
to al nivel individual como al nivel de la histo-
ria de la ciencia. Hay que comprender
primero como se dan esos procesos de cam-
bio, para después poder identificar cuales
son los mecanismos que los conducen.

Para apreciar la dimension social del conoci-
miento, comencemos con un ejemplo: el nd-
mero. Tenemos hoy a nuestra disposicion
una obra monumental que documenta con
precision y profundidad conceptual la histo-
ria de este concepto. Nos referimos a la His-
toire Universelle des Chiffres [lfrah, 1994].
;qué podemos aprender de esta historia?
Que ya desde épocas muy tempranas el ser
humano ha construido diversas representa-
ciones para enfrentar el problema de la nu-
merosidad, que todas ellas lo han conducido
a una nocién de nimero:

Hubo un tiempo cuando los hombres
no sabian contar... el concepto de nu-
mero debia estar revestido, en sus espiri-
tus, del aspecto de una realidad
concreta, indisociable de la naturaleza
de los objetos, que se reducia a una
suerte de percepcion directa de la plu-
ralidad material... Nuestros lejanos an-
cestros, muy probablemente, estaban
incapacitados mentalmente para conce-
bir los nimeros [en abstracto], proba-
blemente no tenian conciencia del que
el dia y la noche, las alas de un péjaro,
los ojos, las orejas, los brazos, las piernas
de un humano, presentan una caracte-
ristica comun, que es precisamente
aquella de “ser dos”... Los estudios reali-
zados con nifios pequefios asi como los
analisis etnograficos llevados a cabo
con pueblos “primitivos” contempora-

Para la escuela, de nuevo, lo importante debe ser que el estudiante pueda reconocer, cada vez de manera mas solida, las situaciones en



neos dan mayor fuerza a estas [interpre-
taciones|... [Ifrah, op. cit. 21]

Los seres humanos poseen pocos instintos.
El proceso evolutivo casi destruyé la estructu-
ra instintiva humana. Pero, a cambio de eso,
tenemos la capacidad potencial de asimilar,
de reconstruir los logros intelectuales que
nos han precedido. Desde luego, para eso
contamos con el medio social al que perte-
necemos. Contamos con la educacion.

La infancia corresponde a una etapa en la que
se realiza un inmenso trabajo de elaboracion y
recreacion. Es necesaria la infancia para la reali-
zacion de una logica de la accién, que se usa
para actuar sobre los dominios inmediatos de
nuestra percepcion. La légica corresponde a la
coordinacion general de las acciones. Mas
adelante, con el progreso evidente de la capa-
cidad semidtica, se crean las posibilidades para
la internalizacion plena de esta légica, transfor-
mandose entonces en una légica que actta so-
bre formas simbdlicas. Es la légica formal del
adulto, cualitativamente distinta a la l6gica del
nino, como ha sido demostrado fehaciente-
mente [Cf. Piaget 1987].

La posibilidad de la traduccion del cero de an-
tes (el cero Maya por ejemplo) al cero de aho-
ra, como cualquier problema de traduccién y
comunicacion, es posible debido a que las di-
versas culturas comparten estructuras logicas
de base. Esta es una respuesta piagetiana que
se ha abierto espacio debido a su fuerza expli-
cativa y también a la tarea, estrechamente vin-
culada, de comprobaciéon experimental en di-
versas culturas'®.

Durante anos se han realizado en diversas
partes del mundo, un nimero considerable

10

racteriza a una sociedad o grupo.
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de investigaciones cuyo proposito ha sido
verificar o refutar la teoria de Piaget sobre el
desarrollo cognitivo en los mas diversos en-
tornos culturales. La secuencia del desarrollo
cognitivo [véase Moreno 1996, para una
descripcion sucinta] se encuentra en todas
partes. Cambia, eso si, el ritmo de desarrollo
de las diferentes nociones (aquellas que le in-
teresan a la epistemologia) de acuerdo al en-
torno cultural. Asi por ejemplo, en socieda-
des nomadas que viven de la caza, hay un
mayor desarrollo de las habilidades espacia-
les, que claramente son mas valoradas en es-
tas organizaciones sociales. Alli mismo, se
valoran menos las nociones relativas a la can-
tidad, aunque no estan ausentes. En las socie-
dades sedentarias ocurre justamente lo
opuesto. Los factores ecoculturales no afec-
tan, empero, el orden de aparicion de las eta-
pas. Afectan, eso si, los niveles de competen-
cia y desempeio [Cf. Dasen 1988, 266]. El
trabajo de campo ha permitido mostrar que
hay una serie de procesos cognitivos de base
que sufren afectaciones culturales. El desa-
rrollo cognitivo, de acuerdo a los datos que
ha arrojado hasta ahora la investigacion en
diferentes culturas, no es ni totalmente uni-
versal ni totalmente cultural. Para la educa-
cion hay aqui una sugerencia poderosa: hay
gue tomar en cuenta ambas dimensiones de
la cognicion: lo universal y lo cultural.

El conocimiento cotidiano [Dasen 1988,
267] esta vinculado a los contextos particula-
res y presenta caracteristicas mas orientadas
a la eficiencia de las tareas que a la concep-
tualizacion. En este dominio entonces, en lu-
gar de hablar de conocimiento universal o
especifico, se habla de conocimiento gene-
ralizable o particular. Recordemos que el

Entendemos cultura como el complejo de caracteristicas distintivas de orden espiritual, material, intelectual y emocional que ca-
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contexto, en el que esta enraizada toda acti-
vidad humana, no es tanto una serie de esti-
mulos que afectan a las personas sino, mas
bien, una red de relaciones que dan significa-
do a la accion.

Bishop [1988, 60] da cuenta de un interesan-
te trabajo que D. Lancy realiz6 en Nueva
Guineay que lo llevé a desarrollar una teoria
del desarrollo cognitivo para explicar sus re-
sultados. Lancy llegd a la conclusion que el
desarrollo cognitivo de las sociedades pasa
esencialmente por tres etapas.

La primera, corresponde a las etapas senso-
riomotora y pre-operacional de Piaget, con
algunas caracteristicas de la etapa de las
operaciones concretas. Lancy argumenta
que los logros de esta etapa son comparti-
dos por todos los seres humanos" [Ibid.].
Llega incluso a sugerir que es la etapa en
donde la programacion genética surte los
mayores efectos.

De la segunda etapa, nos dice Lancy: Lo que
ocurre con la cognicion tiene mucho mas que
ver con la cultura y menos con la genética
[Ibid.]. Es la etapa en la cual, las distintas cul-
turas se interesan en distintos tipos de feno-
menos.

Aunque diferentes entornos culturales impul-
sen el desarrollo cognitivo en diferentes di-
recciones, no ocurre que se produzcan mo-
dos de pensar totalmente divergentes. En las
diferentes culturas se cuenta, se mide, se de-
sarrollan conceptos geométricos, se juega
(de acuerdo a reglas) y se desarrollan formas
de explicar.

Lancy sostiene que es necesaria la considera-
cion de una tercera etapa, donde se conside-
ra el nivel metacognitivo. Dice:

En esta etapa, ademas de desarrollar es-
trategias lingtiisticas y cognitivas, los in-
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dividuos adquieren teorias sobre el len-
guaje y la cognicién. Aprenden a
distinguir sus conocimientos de acuerdo
a sus propositos....[Bishop, Op. Cit,, 61]

Segln este enfoque, la etapa de las operacio-
nes formales de Piaget, representa la teoria
particular del conocimiento que es enfatiza-
da por la cultura occidental y que alcanza su
manifestacion mas acabada en la ciencia ac-
tual. Esto explicaria, al menos parcialmente,
las dificultades que tienen las culturas y tradi-
ciones no occidentales por desarrollar auto-
nomamente una ciencia que encarna los va-
lores occidentales. Este desarrollo requiere
de un trabajo previo de traduccién que, aun-
que posibilitado por la existencia de una l6gi-
ca subyacente comun, requiere de esfuerzos
considerables por parte de las culturas no oc-
cidentales. Este es un foco de alerta para los
sistemas educativos de los llamados paises
del Tercer Mundo.

Resultados anédlogos arroja el trabajo de Saxe
[Hameline-Voneche (eds.), 1996] sobre el nu-
mero y la medicion. Alli también, las caracte-
risticas esenciales de la teoria piagetiana se re-
velan como universales. Podria decirse que el
mensaje que se desprende de estas experien-
cias (las citadas aqui'y muchas otras analogas)
es que mas alla de la diversidad cultural esta la
unidad de la especie humana. Somos los mis-
mos y somos diferentes. Las diferencias cultu-
rales quedan registradas al nivel de las diver-
sas formas de representacion [Bourges,
1998]. Los valores culturales encuentran su
camino a través de tales representaciones.

En su libro Psicogénesis e Historia de la Cien-
cia, Piaget y Garcia expresan su punto de vis-
ta con relacion al papel que desempena el
entorno social:

...la accion, excepto al comienzo mismo
del periodo sensoriomotriz, no tiene lu-



gar solamente en funcién de impulsos
internos... bien pronto en la experiencia
del nifo, las situaciones con las cuales
se enfrenta son generadas por su entor-
no social... no se asimilan objetos “pu-
ros”. Se asimilan situaciones en las
cuales los objetos desempefian ciertos
papeles y no otros. Cuando el sistema
de comunicacién del nifio con su entor-
no social se hace mas complejo y mas
rico, y particularmente cuando el len-
guaje se convierte en el medio domi-
nante, lo que podriamos llamar la
experiencia directa de los objetos co-
mienza a quedar subordinada, al siste-
ma de significaciones que le otorga el
medio social. El problema que aqui sur-
ge para la epistemologia genética es ex-
plicar como queda la asimilacion, en
dichos casos, condicionada por el siste-
ma social de significaciones, y en qué
medida la interpretacion de cada expe-
riencia depende de ellas. [p. 228, subra-
yado nuestro].

A partir de revision de la obra piagetiana, se
ve entonces la necesidad de establecer una
clara distinciéon entre los problemas de orden
epistemologico y de aquellos que correspon-
den al dominio de la educacion. Es importan-
te que podamos dilucidar como, aquello que
aparece como un proceso privado de cons-
truccion epistémica es, en realidad, permea-
do por la cultura. En los ambitos educativos,
esto implica el estudio de la interaccion entre
estudiantes, profesor, textos y demas ele-
mentos portadores de informacién que pue-
dan ser empleados en el proceso. Lo que po-
demos llamar conocimiento objetivo resulta
alli de dos actividades centrales: la coopera-
ciony la coordinacién de los distintos puntos
de vista. Ya en 1925, Piaget [p. 46] afirmaba
que, con la necesidad de comunicar y discu-
tir aparece la necesidad de demostrar y verifi-
car; con la discusién aparece la capacidad de
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deducir y de razonar verbalmente. En suma,
la socializacion del pensamiento entrafa un
progreso légico innegable. Pero es importan-
te anadir de inmediato que este efecto de so-
cializacién no es mecanico ni automatico: el
nino se socializa en la medida en que coordi-
na sus puntos de vista (lo que lo conduce al
descentramiento cognitivo) y alcanza un ni-
vel de cooperacion con los demas. Piaget
nos dice:

...Todo pensamiento logico esta socia-
lizado, porque implica la posibilidad
de comunicacién entre individuos.
Este intercambio interpersonal se reali-
za mediante correspondencias, fusio-
nes, intersecciones y reciprocidades,
es decir, mediante operaciones. Asi
pues, las operaciones realizadas den-
tro de los individuos se identifican con
las operaciones realizadas entre los in-
dividuos que constituyen [asi] la coo-
peracion en el sentido propio y
etimologico de la palabra. [Respuesta
a Vlygotsky (1995), p. 194].

La idea de que el sujeto nace con su banco
cognitivo completo no goza hoy dia de mu-
cho apoyo. Tampoco es muy acogida la idea
contraria, es decir, que todo el conocimiento
del sujeto es adquirido. Un término medio se
impone: el sujeto nace con la potencialidad
de interactuar con su entorno, de ser sensi-
ble a él de diversas formas y, a partir de alli,
desarrollar sus estructuras cognitivas a través
de la interaccién con el medio fisico y, sobre-
todo, con el medio social. Hay dos elemen-
tos en esta expresion que son claves: el suje-
to construye su conocimiento y desarrolla los
instrumentos cognitivos necesarios, para ello
el sujeto necesita la interaccion. El tipo de in-
teraccion que necesita va cambiando en una
relacion dialéctica con su propio desarrollo.
Estos dos términos son necesarios para el di-
seno de una perspectiva cognoscitiva de la
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educacion. Tenerlos presentes, favorece una
toma de conciencia sobre el papel activo del
sujeto en la elaboracién del conocimiento y
la necesidad de considerar, en dicho diseno,
la dimension social del aprendizaje.

Los procesos de ensefanza y de aprendiza-
je de las ciencias no pueden evitar las con-
sideraciones, a fondo, sobre la naturaleza
del conocimiento que se quiere ensenar.
Esto implica estudios complementarios de
naturaleza sociogenética y psicogenética
que nos permitan apreciar las componen-
tes individual y cultural del desarrollo del
conocimiento. Podriamos citar, a modo de
ejemplo, el desarrollo de las geometrias
no-euclidianas. Durante muchos siglos, los
matematicos estuvieron convencidos de
que, con un cierta dosis de ingenio, seria
posible demostrar la veracidad del postula-
do de las paralelas. Esa creencia no forma-
ba parte de la geometria como tal; estaba
enraizada en una concepcion del mundo
que aquellos matematicos compartian, a
pesar de provenir de culturas muy distintas.
De alli podemos concluir que las relacio-
nes entre los procesos cognitivos como tal
y las culturas en que toman cuerpo, son
complejas, la historia de la ciencia esta lle-
na de ejemplos que ilustran la complejidad
de estas relaciones.

Otro ejemplo: la concepcion geocéntrica del
Sistema Solar. Distintas culturas han compar-
tido una vision del mundo que pone a la Tie-
rra en el centro del Universo. La han usado
para predecir eclipses. Aunque la interpreta-
cion del eclipse en si mismo haya variado, la
logica subyacente a los célculos ha sido la
misma. En otros casos, consideraciones cul-
turales o ideoldgicas han determinado el
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campo de interés de los cientificos. Pero los
métodos, aunque distintos, estan construi-
dos con una légica que hace posible com-
prenderlos, ain desde otras concepciones
del mundo que pudieran ser divergentes''.

El conocimiento estratificado

La tesis epistemoldgica piagetiana que afir-
ma que el conocimiento es una construccion
sucesiva, individual y social, de la realidad ex-
periencial de los sujetos, tiene una conse-
cuencia decisiva para la ensefhanza de las
ciencias: los nifos y jovenes inician su forma-
cion cientifica escolar con un acervo propio
de explicaciones de los fenémenos natura-
les, elaborado con base en las experiencias
con su mundo fisico, social y cultural. Estas
explicaciones son, a menudo, incompatibles
con las explicaciones de la ciencia estableci-
da y constituyen el factor aislado mas impor-
tante que dificulta la ensefanza y el aprendi-
zaje de los conceptos cientificos.

Si adoptasemos una perspectiva lineal de la
apropiacion de una ciencia, en la cual el co-
nocimiento viejo va siendo sustituido por un
conocimiento nuevo, podriamos perder de
vista que el sujeto puede tener (y de hecho
los tiene) diversos enfoques conceptuales
sobre un mismo tema. Esos enfoques depen-
den de las circunstancias en las cuales se ma-
nifiesta el conocimiento, es decir, de su con-
texto. Por ejemplo, un fisico profesional
puede pedirle a una persona, en un contexto
coloquial, que cierre la ventana de una habi-
tacion para que no se meta el frio, aunque
sepa, en estricto sentido, que esta invirtiendo
el proceso fisico al emplear esa estructura lin-
glistica. El aprendizaje ocurre mediante

Sugerimos al lector el estudio del capitulo IX (Ciencia, Psicogénesis e Ideologia) de Piaget y Garcia (1982).



construcciones paralelas, relativas a contex-
tos especificos [Cf. Driver et al, 1994]. Los in-
dividuos no piensan de una tinica manera so-
bre un tema: van adoptando perfiles concep-
tuales de acuerdo a los dominios especificos
gue son objeto de sus indagaciones.

Durante el aprendizaje de una ciencia, los
estudiantes son introducidos a un mundo
conceptual y simbdlico. Este mundo no lo
construye el estudiante solo: necesita la inte-
raccion con los companeros y maestros.
Entonces, al poner en juego sus concepcio-
nes previas y las que se van construyendo, al-
canza a vislumbrar las limitaciones de sus
propias ideas. El proceso de asimilacion y
acomodacion de las distintas estructuras
conceptuales de la ciencia, incluye los proce-
sos dialégicos. Esto es fundamental tanto
desde el punto de vista cognitivo como des-
de el punto de vista escolar.

Las investigaciones sobre la estratificacion
del conocimiento y la contextualizacion, han
dado lugar a una literatura considerable so-
bre el tema. Los estudios interculturales so-
bre concepciones alternativas, preconcepcio-
nes y conceptos cientificos se han incremen-
tado durante la udltima década [véase Thijs y
Van Der Berg, 1995, y las referencias citadas
en este articulo central].

El aprendizaje de una ciencia implica un pro-
ceso de iniciacion a las ideas y practicas de
una comunidad cientifica. El aprendizaje
cientifico se puede ver como la iniciacién a
una nueva cultura o, como el proceso de
aprendizaje de una segunda lengua. En los
estudios interculturales ya mencionados, se
tematizan las relaciones entre concepciones
alternativas, preconcepciones y conceptos
cientificos.

Han sido detectadas ciertas formas de inter-
pretar fenomenos fisicos, comunes a diver-
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sas culturas. Un ejemplo: la concepcion mas
comun que se presenta sobre el movimiento
€s que para que un cuerpo se mantenga en
movimiento uniforme (velocidad constante)
hay que aplicarle una fuerza constante de
manera continua, lo cual esta en abierta con-
tradiccion con la explicacion que nos sumi-
nistra la fisica newtoniana.

Una buena parte de las concepciones alterna-
tivas y las preconcepciones (ideas intuitivas)
de los estudiantes, que se ponen en juego du-
rante el aprendizaje de las ciencias, se basan
en interpretaciones sustancialistas de los fené-
menos naturales, que adquieren asi un senti-
do ontolégico [Cf. Thijs et al, op. cit. 337]. Los
resultados de las investigaciones sobre las
ideas intuitivas ponen de manifiesto que no
hay un principio organizador que dé lugar a
estas ideas, ellas son construidas a partir de un
conjunto de experiencias primitivas fenome-
nologicas que se movilizan en respuesta a si-
tuaciones especificas. Por el contrario, las in-
terpretaciones sustancialistas permanecen en
un plano mas basico, mas elemental y, en
consecuencia, es mas dificil hacerlas cons-
cientes. Si bien las explicaciones particulares
son locales y ad hoc, las convicciones ontolo-
gicas estan en la base de estas explicaciones y
las reactivan, porque apelan a categorias que
el estudiante pone en juego para analizar el
mundo y reaccionar ante él. Las convicciones
ontoldgicas estan, en su mayoria, implicitas
en el razonamiento. Uno no esta consciente
de ellas y normalmente no las articula. Como
permanecen inexploradas, pueden ser muy
resistentes ante nuevas evidencias: cuando
una informacién contradice alguna creencia
superficial, ésta puede ser modificada, sin
que, no obstante, cambien las convicciones
ontolégicas subyacentes.

Los analisis historicos y epistemologicos so-
bre el desarrollo de la ciencia moderna, nos
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muestran que, en el ndcleo de su fundamen-
tacion, se encuentra justamente la sustitu-
cion del pensamiento sobre la sustancia por
un pensamiento sobre las relaciones. Esto ul-
timo es responsable, en gran medida, de la
matematizacion (funcional) de los modelos
de la nueva ciencia. Entonces, al pretender
ensefar la ciencia como hoy la conocemos
es inevitable que surjan conflictos cognitivos,
pues los estudiantes trataran de hallar el sen-
tido de las preguntas cientificas, referidas al
como funcional, a través de sus preconcep-
ciones y concepciones alternativas, que se
refieren al por qué sustancialista. La fuerte re-
sistencia al abandono de su conocimiento
previo, quizas explique la permanencia de
estratos conceptuales que el sujeto seguira
adaptando a los contextos de sus diversas ex-
periencias escolares.

Las preconcepciones que se refieren a la
experiencia fisica, por ejemplo, los cuerpos
mas pesados caen mas rapido que los mas li-
vianos, parecen universales. Las referidas
en cambio a la vida, la muerte, la salud o la
enfermedad, estan claramente marcadas
por las culturas [Thijs et al, op. cit. 339]. Si
bien el aprendizaje de la ciencia equivale a
laincorporacion a una nueva cultura, lo co-
mun de las preconcepciones y concepcio-
nes alternativas ha permitido afirmar:

No hay evidencia, hasta la fecha, que
los diversos grupos culturales varien en
cuanto al repertorio de sus procesos
cognitivos. Mas bien, se ha visto que las
diferencias culturales residen en contex-
tos, en donde ciertos procesos particu-
lares se tornan en sistemas funcionales.
Todas aquellas preguntas sobre si distin-
tos grupos culturales “tienen” ciertas for-
mas de pensar y razonar, han sido
gradualmente sustituidas por preguntas
acerca de los contextos en los que se
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aplican esas formas de razonamiento
[Valerie Curran, 1980, 328].

El lenguaje, desde luego gravita en los pro-
cesos de aprendizaje, entre otras cosas,
porque en el empleo de muchas expresio-
nes coloquiales residen las que a veces son
preconcepciones muy tenaces. Pero aun
en este dominio, donde se tienen interpre-
taciones diametralmente opuestas como la
hipotesis de Sapir-Whorf (el lenguaje mol-
dea el pensamiento: individuos que hablan
lenguas distintas piensan distinto) y la tesis
de Chomsky, sobre la existencia de una
gramatica universal innata, hay espacio
para pensar que la manera como los huma-
nos usamos metaféricamente el lenguaje,
es universal.

Este analisis que hemos esbozado sobre los
estratos conceptuales y preconceptuales
parece brindar un apoyo a las interpreta-
ciones que ofrecimos anteriormente de las
investigaciones realizadas por la escuela
piagetiana.

La oposicion entre “sentido comuin” y “senti-
do cientifico” nos muestra que la ensenanza
de la ciencia no puede proceder, simplemen-
te, mediante intentos de amplificacion del
sentido comun de los estudiantes.
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Tecnologia y representaciones
semioticas en el aprendizaje
de las matematicas”

Resumen

Las nuevas tecnologias modifican substancialmente
los entornos socioculturales. El ambito educativo no
es ajeno a este hecho, pero aun es necesario perseve-
rar en las discusiones acerca de cémo ha de llevarse a
cabo una adecuada implementacién de estas herra-
mientas en el aula, para transformarlas en instrumen-
tos cognitivos.

En este capitulo se elaboran una serie de reflexiones
en torno al papel que puede desempenar la tecnolo-
gia en esos procesos, y su relacion con los sistemas de
representacion y las representaciones semidticas, que
constituyen la clave para entender la construccion del
conocimiento matematico de los estudiantes.

1. Introduccion: mediacion
y representacion

Una de las tesis centrales de los enfoques psi-
cologicos de corte sociocultural, consiste en
sostener que la accién cognitiva humana es
siempre una acciéon mediada por alguna for-
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ma de herramienta. La herramienta puede
ser simbdlica (el lenguaje natural por ejem-
plo) o material (un telescopio, por ejemplo).
Para el aprendizaje se desprende entonces
una consecuencia nodal: la naturaleza del
conocimiento producido depende de la he-
rramienta. Solo un largo proceso de descon-
textualizacion instrumental podrd, posterior-
mente, hacer factible el traslado de ese
fragmento de conocimiento a otros contex-
tos (Moreno, 1999).

Hablaremos de la calculadora (TI-92), como
un herramienta de mediacion en la construc-
cion y estructuracion del conocimiento ma-
tematico de los estudiantes. La tesis que sos-
tiene que las diferentes representaciones de
los conceptos matematicos son fundamenta-
les para su comprension, ha llevado a incre-
mentar su estudio durante los ultimos tiem-
pos. Muchos investigadores han dedicado
sus esfuerzos a precisar el concepto de re-
presentacion y a analizar el papel que de-

El presente articulo aparecera en el libro “Estudios de Doctorado:Iniciacion a la investigacion en Didactica de la Matematica”, libro home-
naje al Profesor Mauricio Castro, Universidad de Granada, 2001



sempenan en el razonamiento de los estu-
diantes (Duval, 1999).

Por representaciones entenderemos, en el
ambito de las matematicas, notaciones sim-
bolicas o graficas, o bien manifestaciones
verbales, mediante las que se expresan los
conceptos y procedimientos en esta discipli-
na asi como sus caracteristicas y propieda-
des mas relevantes. Estas representaciones
se clasifican en registros de representacion
(Duval, 1999), segun sus caracteristicas. Por
ejemplo, si consideramos el concepto de
funcion, asociado a él existen registros grafi-
cos, algebraicos y tabulares. Desde luego
hay otros pero hasta hoy, estos han sido los
mas usados en la ensefanza. En el interior de
cada registro se pueden llevar a cabo proce-
samientos, es decir, transformaciones de las
representaciones en el mismo registro don-
de fueron creadas. Mas importante adn, en-
tre diferentes registros de representacion se
pueden realizar conversiones, que son trans-
formaciones de una representacion hecha
dentro de un registro, en otra representacion
dentro de otro registro. En el ejemplo de las
funciones, una operaciéon de conversion
puede ser la de traducir informacion tabular
sobre una funcién en una gréfica.

2. Educacion Matematica
y Tecnologia

Uno de los principales usos de las computa-
doras y calculadoras algebraicas (como la
TI-89 y la TI-92) tiene que ver con el empleo
de los Sistemas de Calculo Simbdlico (SCS). Es
una tecnologia disenada para gestion com-
putarizada de férmulas, vectores, matrices, ...
con elementos numéricos y simbdlicos (Gar-
cia et al.,, 1995). Actualmente existe un cre-
ciente interés en estudiar cémo pueden
aprovecharse las posibilidades que brindan
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esta herramientas para la ensefanza vy el
aprendizaje de las matematicas.

En 1972, Hewlett-Packard introdujo en el
mercado la primera calculadora cientifica de
la historia, la cual realizaba operaciones con
las funciones trascendentes (por ejemplo,
evaluar funciones trigonométricas o logarit-
micas hasta con 12 cifras exactas. Véase De-
mana y Waits, 1997).

En 1986, Casio desarrollé en Japon la pri-
mera calculadora graficadora, lo cual fue
una auténtica revolucién en los entornos
educativos. Anos después, se produce una
nueva ruptura con lo establecido dentro de
los sistemas educativos, cuando aparece la
TI-92. Como se sabe, esta calculadora (este
es un nombre inadecuado para dicha herra-
mienta) posee un sistema de procesamien-
to simbolico cuyas principales areas de fun-
cionalidad son:

aritmética exacta con racionales, reales y
complejos

trabajo con algebra simbdlica

obtencién de soluciones numéricas

L]

graficacion de funciones y superficies.

Veamos algunos ejemplos del trabajo con
dicha herramienta, en un contexto educa-
tivo.
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Figura 1

Este tipo de posibilidades de las calculado-
ras, ha hecho crecer el nimero de proyec-
tos educativos que incluyen una compo-
nente tecnolégica, ademds de alentar a
profesores e investigadores a incluirlas
dentro de sus actividades. En diversos pai-
ses se han establecido proyectos y progra-
mas para la formacion de docentes y estu-
diantes de matematicas, con la mediacion
de estas herramientas computacionales
(Rojano & Moreno, 1999).
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Un argumento que se esgrime habitual-
mente en contra del empleo de tecnologia
en la ensenanza de las matematicas es que
se abandona y olvida lo que se hace con
papel y lapiz, y eso va en perjuicio de la ca-
lidad en la formacién. Creemos que hay
que entender la instrumentacion de las tec-
nologias informaticas en la ensenanza de
las matematicas, como un proceso de enri-
quecimiento, no como substitucion, tratan-
do de mejorar capacidades cognitivas, no
de substituirlas. Una reflexién mas deteni-
da nos ensena que detrds de estas criticas
hay una comprension precaria de la tecno-
logia. Lo primero que se pone de manifies-
to cuando se escucha hablar de tecnologia
es que como tal, s6lo se reconoce la tltima
tecnologia. Ya casi no se menciona que la
escritura (jsobre todo la escritural!) es una
forma de tecnologia. En la introduccion de
su libro Orality and Literacy, The technologi-
zing of the Word, Ong (1982), nos senala
que la investigacion ha podido establecer
diferencias fundamentales entre las cultu-
ras orales y aquellas afectadas por el uso de
la escritura. Que muchas de las caracteristi-
cas que damos por sentadas en el pensa-
miento cientifico, por ejemplo, en realidad
se originaron debido a los recursos que la
tecnologia de la escritura pone a disposi-
cién de la conciencia humana . Aqui se esta-
blece algo muy profundo, que ya habiamos
mencionado anteriormente: que la media-
cion de las herramientas afecta sustancial-
mente los productos de la cognicion. En
este caso la afectacion proviene de la escri-
tura. Entonces, cuando un nino realiza una
operacion aritmética con papel y lapiz, el
trabajo intelectual que realiza depende ya
del sistema de escritura y de notacién deci-
mal que estd mediando sus acciones. La
tecnologia estd presente en este caso aun-
que casi no la vemos: se ha tornado invisi-



ble. (La invisibilidad de las tecnologias una
vez que se sumergen en la matriz sociocul-
tural, es uno de sus rasgos mas interesan-
tes.) Si consideramos ejemplos mas recien-
tes, por ejemplo una calculadora simple
que solo tiene capacidad para ejecutar las
cuatro operaciones aritméticas, entonces
vemos surgir las criticas a su empleo en la
escuela primaria. Los nifos ya no aprende-
ran a sumar...debido a la presencia de la
calculadora. 3Es asi acaso? Dirlamos que es
una afirmacion “entre dos aguas”, que es
una verdad a medias. Un uso indiscrimina-
do de la herramienta sin duda introduce
distorsiones en el proceso de ensenanza.
Pero asi como la escritura numérica no es
un obstaculo para que el nifno pueda realizar
célculos mentales, la calculadora tampoco
tiene por qué jugar ese papel. La calculadora
no viene a desmovilizar la actividad cogni-
tiva del estudiante, sino a darle la posibili-
dad de actuar, cognitivamente, en terrenos
nuevos. Por ejemplo, el uso de calculado-
ras que posean sistemas de procesamiento
simbolico, permite que el estudiante se
centre en la interpretacion de lo que esta
realizando y que no se quede estancado en
la realizacion exclusivamente sintactica de
calculos repetitivos y tediosos.

3. Educacion Matematica y
Sistemas de Representacion

El papel que juegan las representaciones
dentro del marco de la educacién tiene una
importancia muy relevante. El NCTM, por
ejemplo, dentro del borrador de sus Princi-
pios y Estandares para las Matematicas Escola-
res del 2000 (NCTM, 1998), sugiere el estudio
de las representaciones como uno de los
principales. Otra muestra del interés crecien-
te en este tema, es que congresos de conoci-
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da relevancia a nivel internacional se centran
en él. Asi por ejemplo, la XXI reunion del
PME-NA, celebrado en México en octubre de
1999, gir6 en torno a la visualizacion y repre-
sentacion en Educacion Matematica.

Asociadas a la idea de sistema semiético de
representacion surgen interrogantes que po-
demos calificar de complejos. Por ejemplo,
sabemos que del objeto matematico sélo se
puede hablar mediante sus representacio-
nes, entonces ;como entender las relaciones
entre las representaciones y un objeto que
no existe antes de representarlo?, ;como
puedo saber que el conjunto de todas las re-
presentaciones conocidas de un objeto ma-
tematico no lo agotan, y lo que es mas, sin
usarlas?

La respuestas a estas cuestiones pasan por
admitir que la construccion de un concepto
matematico es un proceso en permanente
desarrollo, por lo que el nivel de objetividad
con el que lo entendemos es solo transito-
rio. Nunca se posee plenamente el concep-
to, y por eso no hay lugar a concepciones
platonicas de los objetos matematicos.

En este trabajo, reflexionaremos en torno a
las representaciones que suministra la calcu-
ladora. Estas representaciones poseen cier-
tas cualidades que las hacen especialmente
productivas para el aprendizaje de las mate-
maticas. Son representaciones ejecutables, es
decir, portadoras de la potencialidad de si-
mular acciones cognitivas con independen-
cia del usuario de la calculadora. Tal aconte-
ce por ejemplo, cuando la calculadora
grafica una funcion.

Quizas una estrategia adecuada, desde la
perspectiva del profesor, sea concebir la cal-
culadora como un sistema cognitivo artificial.
La calculadora manipula las representacio-
nes tanto internamente como a nivel de la
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pantalla. Se comunica con el usuario y tiene
capacidad para resolver ciertos problemas.
Aunque todo esto es posible porque ha sido
programada por humanos, la complejidad
del instrumento es tal, que alcanza una cierta
autonomia (al menos a ojos del usuario). Po-
driamos ver la calculadora como un sistema
cognitivo con el que tenemos oportunidad
de comunicarnos y de colaborar en la solu-
cion de ciertos problemas. La calculadora
ofrece la oportunidad de que el estudiante
interactie con un nuevo socio cognhitivo y
pueda construir nuevos significados. Desde
la perspectiva del profesor, la calculadora es
un nuevo agente de ensenanza. El conoci-
miento que vive en la calculadora es un refe-
rente para el estudiante, en el proceso de so-
cializar su conocimiento.

Es crucial entender que los objetos que apa-
recen en la pantalla y que manipula la calcu-
ladora, no son objetos concretos ni objetos
del mundo matematico formal: son objetos
virtuales que estan en la interface que separa
el mundo conceptual de las matematicas del
mundo de los objetos concretos. Son pues
instrumentos de conocimiento, no conoci-
miento en si mismos.

4. Representaciones Ejecutables

Las calculadoras graficadoras en general (es-
pecialmente la TI-89 y la TI-92) suministran un
amplio abanico de representaciones de obje-
tos y relaciones matematicas en diferentes
registros. Y lo que es mas importante, permi-
ten pasar de unos a otros registros, es decir,
permiten la conversién de registros, lo cual
supone una inapreciable herramienta de tra-
bajo en educacion matematica.

En el medio de expresion que suministran las
calculadoras, pueden obtenerse propieda-
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des y relaciones matematicas de esos obje-
tos, distintas a las que se observan mediante
papel y lapiz. Un ejemplo: representar fun-
ciones en la maquina que resultan practica-
mente imposibles de dibujar en el papel,
permitiendo asi conjeturar propiedades y
comprobar visualmente (actividad que pue-
de tener un importante uso didactico) he-
chos que escapaban al andlisis algebraico.
Para ilustrar lo anterior, tomemos una fun-
cion que fue importante en la bdsqueda de
funciones continuas pero no derivables en
ningln punto.

Antes de la sorprendente presentacion que
dio Karl Weierstrass en la Academia de Ber-
lin en 1872 de la serie trigonométrica

f(x)= i b" Cos(a" 1tx)(en donde a es un ente-

ro impar, b es un real entre 0y 1, y se ha de
verificar que ab sea mayor que 1 + 3m/2)
como ejemplo de funcion continua no deri-
vable, en 1861 Riemann introdujo, en uno
de sus trabajos la siguiente funcion, afirman-
do que era continua para cualquier valor de x
pero que existian infinitos valores de la varia-
ble en donde no era diferenciable (Bressoud,
1994):

La no diferenciabilidad de esta serie es dificil
de probar, y no fue sino hasta 1916, cuando
G.H. Hardy mostré que, dado cualquier inter-
valo acotado, existen en él infinitos valores
de x en los que la funcién no es diferencia-
ble, pero en 1970 se demostré que también
existen infinitos valores de la variable en los
que si lo es. Si representamos algunas sumas
parciales de esta funcion en la calculadora
podemos observar lo complicado de su grafi-
ca, si bien puede encontrarse cierto caracter



simétrico asociable a la accion de la funcion
seno. En la figura 2 se muestra la suma de los
15 primeros términos de la serie, y el recua-
dro indicado en ésta se ve ampliado en la fi-
gura 3.
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Figura 3

Dentro del ambiente de trabajo de la calcu-
ladora, una funcion es derivable en un pun-
to si al realizar sucesivamente varios ZOOM
sobre su grafica, un entorno de la imagen
de ese punto se ve como un trozo de recta.
Si hacemos esto sucesivas veces en el
ejemplo arriba citado, nos acercamos a
una forma de argumentacioén de la existen-
cia de infinitos puntos en los que la funciéon
no es derivable.

El poder de la tecnologia es epistemoldgico.
Su impacto esta basado en una reificacion de
objetos y relaciones matematicas, (Balacheff
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y Kaput, 1996), que los estudiantes usan para
actuar mas directamente sobre dichos obje-
tos y relaciones de lo que se hacia antes, con
una ensenanza auxiliada con tecnologias
mas tradicionales. La calculadora permite ver
los objetos matematicos como manipulables,
y permite actuar sobre ellos y por eso, la fuer-
za de la tecnologia esta basada, en gran me-
dida, en esa reificacion de objetos y relacio-
nes matematicas.

Las representaciones analiticas tradiciona-
les, se han visto ampliamente complemen-
tadas y enriquecidas con estas recientes
tecnologias. El caracter estatico que po-
seen los sistemas de representacion tradi-
cionales desaparece con las representacio-
nes ejecutables, que son manipulables, que
permiten actuar directamente sobre ellas.
Esto se ilustra muy bien en los entornos de
geometria dinamica como el Cabri, del
cual la TI-92 incorpora una versién. Si en
este ambiente representamos un triangulo,
y trazamos las bisectrices de sus angulos
externos, puede observarse que éstas se
cortan en un punto, y que si variamos la po-
sicion, forma, o medidas con la posibilidad
que brinda el dragging (deformacién de la
figura sin alterar sus relaciones geométri-
cas) del entorno, esta propiedad se sigue
verificando (figura 4):

LUFI

DEG EXACT FUMC

Figura 4
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Con esta actividad puede plantearse la cons-
truccion de las circunferencias exteriores a
un triangulo, que es un ejercicio de especial
belleza geométrica (figura 5):

FUMC

LUFI

DEG EXACT FUMC

Figura 5

Esto viene a destacar esa idea de representa-
ciones ejecutables que brindan estas herra-
mientas, en contraposicion a las representa-
ciones estaticas tradicionales, con las cuales
resulta menos que imposible, visualizar cier-
tas propiedades de los objetos matematicos.
Las ideas y conceptos abstractos de las mate-
maticas se convierten en reales con el uso de
la calculadora, en el sentido de que se pue-
den manipular, transformar. En otras pala-
bras, se hace posible intervenirlos matemati-
camente.

Las representaciones ejecutables tienen
consecuencias diversas para el proceso de
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construccion del conocimiento: el hecho de
usarlas permite reflexionar sobre un nuevo
objeto, que es el resultado de la ejecucion;
hay dos objetos de reflexion: ese resultado y
el texto que se ejecuta, por ejemplo cuando
se trata de una serie de instrucciones organi-
zadas a través de un programa. Un ejemplo
de esto lo constituyen los Scripts que pueden
realizarse con la calculadora. Un Script es un
documento del Editor de Textos formado por
una serie de comandos que permiten al
usuario hacer mas sencillo el manejo de la
maquina al poder repetir importantes proce-
sos con solo alterar las funciones o variables
que intervienen. Tomemos la siguiente activi-
dad como ejemplo:

Dada la funcién racional
x'+x’-6x’+6
fx)= :
x“+x-6

compararla con la de la parabola .

, analizar su grafica y

Construir la grafica de esta funcion no es ta-
rea facil, ya que es complejo hallar los valo-
res necesarios debido sobre todo a las dos
asintotas que presenta (figura 6).
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Figura 6

No obstante, y a pesar de esta complejidad,
puede reconocerse cierto comportamiento
parabolico en la grafica; mas concretamente,
parece un parabola salvo en un entorno de
los puntos malos en los que hay asintotas.



Otra operacion que por lo general no es
nada sencilla, consiste en expresar un co-
ciente de polinomios como fracciones sim-
ples. Esta operacion puede realizarse con la
calculadora mediante la orden PropFrac (fi-
gura 7).
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Figura 7

Lo que hacemos con un Script es escribir en
el lenguaje ordinario de la maquina, las 6rde-
nes necesarias para que grafique una funcion
racional y calcule su expresion como fraccio-
nes continuas. Ademas, distinguimos la parte
hiperbélica y la parabdlica, y representamos
ésta ultima junto con la funcién original; po-
demos entonces observar como la parabola
aproxima muy bien al cociente, y nos puede
servir para evaluar dicho cociente para valo-
res grandes de x (figura 8).
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Cada una de las lineas del Script constituye
un comando que se ejecuta de manera se-
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cuencial, permitiendo que el estudiante pue-
da observar qué va ocurriendo. Ademas, se
pueden insertar lineas explicativas que acla-
ren o guien este proceso. Por otro lado, no
necesitamos cambiar esos comandos para
trabajar la actividad con otro ejemplo, pues
es suficiente alterar la definicion de la fun-
cion original y redefinir la parabola (figura 9).
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Figura 9

Actividades como ésta, y las ya mencionadas
en el resto del trabajo, dan idea de la capaci-
dad que tienen estos instrumentos para inci-
dir en la formacion matematica de los estu-
diantes, pues ofrecen representaciones vy
relaciones entre objetos matematicos con las
que ellos pueden interactuar, dando una
nueva dimension a la construccién del cono-
cimiento matematico.

Queremos destacar el hecho que para llevar al
aula un trabajo de este tipo, se requieren dife-
rentes consideraciones en torno a los proyec-
tos curriculares y, en particular, a la formacion
de los docentes. No se trata de hacer con estas
herramientas sélo lo que se hacia sin ellas, sino
gue es necesaria un re-organizacion de los ob-
jetivos, las actividades y la manera de evalua-
cion en matematicas, y eso pasa por una ins-
truccion precisa del profesorado.
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La demostracion en perspectiva®

Introduccion de Euclides a Hilbert

La Matematica no es s6lo un cuerpo de co-
nocimientos sino una actividad. En la version
contemporanea de la disciplina, parte del nu-
cleo de la actividad lo constituye la demostra-
cion. En realidad ha sido asi desde la refunda-
cion de la disciplina en manos de los griegos.

La matematica griega introdujo un elemento
novedoso en la matematica: el método de-
ductivo, en el marco de las organizaciones lo-
cales. Por ejemplo la geometria del triangulo,
la geometria de la circunferencia fueron de-
sarrollandose como pequenos universos de
conocimiento geométrico. De esta manera
fue posible aplicar los resultados que iban
siendo establecidos dentro de estos univer-
sos a problemas del espacio fisico. Desde
luego, la geometria se desarrolla como una
representacion y organizacion del conoci-
miento sobre el espacio fisico. Un ejemplo
sobresaliente lo constituye el método ideado
por Eratostenes para estimar el radio de la tie-
rra. Este tipo de ejemplos, en donde no es
posible la verificacion directa del resultado,
fue importante para establecer el método de-
ductivo como un criterio de validacion, en

13
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cierta forma para sustituir una comprobacion
que estaba ausente.

En la incorporacion del método deductivo a la
matematica también resulté central la inten-
cion filosofica de construir una ciencia teorica
cuya meta era el conocimiento de la verdad
(Véase Metaphysics, p. 512). El objetivo del
método deductivo era explicar: explicar era de-
mostrar. Para explicar, hay que partir, en una
ciencia, de primeros principios. Esta organiza-
cion, ya de caracter global, en la geometria,
quedé plasmada en los Elementos de Euclides.
Alli hay una organizacién que rebasa amplia-
mente las organizaciones locales a las que ya
hemos hecho referencia al comienzo de este
trabajo. La intencion filoséfica de construir una
ciencia desde sus primeros principios, la pode-
mos hallar en Aristételes quien se propuso ana-
lizar lo que era una ciencia demostrativa. El
tema central de su libro Topicos es la demos-
tracion y la facultad que la realiza (véase Topi-
cos 1.1, p. 39). Alli se encuentran los elemen-
tos que componen una ciencia demostrativa:

(i)
(if)

las definiciones

los primeros principios, que los hay de
dos clases: los especificos de cada cien-

Articulo publicado en la Revista Mexicana de Investigacion Educativa, Vol. 1, 1996.
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cia, llamados postulados y los comunes
a todas, los axiomas

(iii) finalmente, esta el cuerpo deductivo,
compuesto por las proposiciones de-
mostradas a través de la inferencia.

A grandes rasgos, estos son los antecedentes
de la organizacion axiomatica de la geome-
tria griega. Lo que sigui6, es decir la explora-
cion de las proposiciones como miembros
constitutivos de un sistema axiomatico de la
geometria, fue cambiando gradualmente el
significado de estas mismas proposiciones.
Dejaron de ser vistas como representaciones
de alguna propiedad del espacio (fisico). Es
decir, fueron perdiendo su valor ontolégico,
y fue enfatizado su aspecto logico. Empero,
esto no fue un proceso breve. Duré varios si-
glos y hubo profundas razones para ello.

La principal fue, quizas, el desarrollo impulsa-
do por los intentos de demostrar el V Postula-
do, pues ya desde tiempos de Euclides fue
visto como una proposicion muy complicada
para adjudicarsele la categoria de postulado:
carecia de la evidencia en si que debia carac-
terizar las proposiciones dignas de tal nom-
bre. La historia de los intentos de demostra-
cion del postulado de las paralelas cubre una
parte sustancial de la historia de la geometria
hasta el siglo XIx. Cubre, en particular, parte
importante de la evolucion de la idea de de-
mostracion. Desde el comienzo fue claro
para quienes buscaron tal prueba que habria
que hacerlo dentro del contexto euclidiano y
ello comportaba una hipétesis de profundo
valor epistemologico: el espacio era euclidia-
no. La demostracion del postulado simple-
mente haria mas ligero el sistema postulacio-
nal. No hubo, en general, duda alguna del
isomorfismo entre el sistema euclideo y el es-
pacio fisico. Hasta comienzos del siglo pasa-
do pues, la idea de lo que constituia una de-
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mostracion en geometria fue esencialmente
la misma que la establecida oficialmente en
los Elementos de Euclides.

La exploracion rigurosa de los fundamentos
de la matematica durante el siglo xiX, condu-
jo a la desvalorizacion de la figura como ob-
jeto cognitivo dentro de la matematica. Este
abandono de lo visual trajo como conse-
cuencia, el predominio del lenguaje analitico
para comunicar las matematicas.

Hasta el siglo xix la obra de Euclides fue con-
siderada como uno de los modelos de la
matematica por la metodologia mediante la
cual valida sus resultados. Cuando Newton
publica su obra, los Principia, toma como
modelo a los Elementos de Euclides. Empe-
ro, en su trabajo sobre el calculo, que se de-
sarrolla mediante el lenguaje del algebra,
sus criterios de legitimaciéon son diferentes.
Todo esto nos enseia que hasta el siglo Xviii
la geometria y el algebra se regian por dife-
rentes criterios validatorios (véase el trabajo
de Newton sobre Series Infinitas, edicion de
Whiteside).

La situacién que acabamos de describir cam-
bié radicalmente durante el siglo XIX. Enton-
ces, la metodologia de la geometria fue
adoptada por el algebra y el anélisis. La geo-
metria misma sufrié cambios radicales a tra-
vés de la obra Fundamentos de Geometria
de D. Hilbert. En los Elementos, los axiomas
son verdades evidentes por lo cual no necesi-
tan de una demostracién que los justifique
como tales. En consecuencia, lo que poda-
mos deducir de ellos, tendra también el ca-
racter de verdad que tienen los axiomas. En
cambio, en el trabajo de Hilbert, no se tiene
en cuenta el caracter de verdad de los axio-
mas; lo fundamental es que el conjunto de
axiomas sea consistente. Es decir, que los
axiomas no se contradigan entre si. Por ejem-



plo, no debe haber, ademas del axioma de
unicidad de la paralela por un punto exterior
a una recta, otro axioma que afirme o del
cual pudiera deducirse la existencia de mas
de una paralela por un punto exterior a una
recta. Los resultados que se deduzcan de los
axiomas tendran el caracter de deducciones
pero no un valor asociado de verdad.

La verdad ————eeees » La consistencia

Este esquema sugiere la transformacion que
sufrio la axiomatizacion de Euclides en ma-
nos de Hilbert: una extraccién del significado
de los términos y proposiciones de la geome-
tria y su correspondiente sustitucion por el
criterio l6gico de la consistencia. Este proce-
so de desustanciacion de la geometria, en el
que ya no importa la naturaleza de los obje-
tos de los que se habla sino la coherencia del
discurso, corresponde a un movimiento ge-
neral en la matematica del siglo XIx.

Geometria y desustanciacion

La obra de Hilbert sobre los fundamentos de
la geometria apareci6 como consecuencia
de un movimiento general de la matematica:
la busqueda de fundamentos de naturaleza
analitica para esta disciplina. Se partié de una
idea expresada por Hilbert sobre los axiomas
de una teoria: lo realmente importante no
son los significados (interpretaciones) que
podamos asociar a tales axiomas sino la
coherencia que ellos mantengan entre si. Los
axiomas juegan el papel de definiciones im-
plicitas de los términos de la teoria que vie-
nen mencionados en estos axiomas. Enton-
ces, seglin Hilbert, no importa lo que son los
puntos, las lineas y los planos; lo que importa
son las relaciones entre ellos que vienen da-
das por los axiomas. El libro de Courant—Rob-
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bins ;Qué es la Matematica?, expresa este
¢ p
punto de vista de manera espléndida:

“A través de los tiempos los matematicos
consideraron sus objetos —numeros,
puntos, etc.—como cosas sustanciales en
si. Pero en vista de que aquellos desafia-
ban una descripcion adecuada, los mate-
maticos del siglo pasado llegaron a la
conviccién de que el problema de la sig-
nificacion de dichos objetos como cosas
sustanciales no tenia sentido dentro de la
matematica. Las Gnicas proposiciones re-
lativas a ellos que importan son las que
expresan las relaciones mutuas entre ob-
jetos indefinidos: su estructura y relacio-
nes... la percepcion de la necesidad de la
desustanciacion de los objetos matema-
ticos ha sido uno de los resultados mas
fecundos del desarrollo axiomatico mo-
derno”.

Dos procesos pueden ser identificados como
cruciales para desencadenar el programa de
desustanciacion impulsado por Hilbert. Uno,
la fundacion de las geometrias no-euclidianas.
Con el advenimiento de la geometria de Lo-
bachevsky, quedo inaugurado un nuevo ca-
mino para la geometria: la geometria como
representacion de un espacio posible. En
otros términos, el paso de Euclides a Loba-
chevsky es el paso de la geometria de los obje-
tos a la geometria de las estructuras.

El problema de decidir si el espacio es eucli-
deo ya no es mas un problema de la geome-
tria sino de la fisica. La geometria suministra
modelos, no representaciones iconicas del
espacio. Hay otro punto de vista desde el
cual puede generarse una novedosa inter-
pretacion del formalismo hilbertiano. Es la
debida a Thom:

La gran leccién de Hilbert consiste en
mostrarnos que la formalizacién absolu-
ta sélo es posible al costo de la extrac-
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cion total del significado (del sistema
axiomatico del que estemos dando
cuenta).

Podemos decir entonces que el formalismo es
la condicion mediante la cual la accién queda
separada del significado.

La demostracion del V postulado

Hemos visto los extremos de una historia. Di-
gamoslo asi: todo comenzo con Euclides y
termino con Hilbert. Este camino es el que
lleva de la verdad a la consistencia.

La ciencia griega representa el resultado de
una actividad cognitiva sobre lo empirico.
Esta vinculada prioritariamente a la abstrac-
cién empirica. La ciencia de Hilbert es resulta-
do de una reflexion sobre una ciencia ya cons-
tituida, cada concepto es resultado de una
reflexion sobre el contexto total del concepto.
Es resultado de una abstraccion reflexiva.

Entonces, la geometria griega trata de descu-
brir verdades ocultas mediante un razona-
miento deductivo intimamente vinculado a
la ontologia. Esta caracteristica subsiste du-
rante siglos y puede verse como influye en la
estructura de los razonamientos que buscan
demostrar el V postulado. Consideremos un
ejemplo: Wallis (1616-1703). Su estrategia se
apoya en la existencia de triangulos semejan-
tes. Uno de los postulados de Euclides nos
dice que con cualquier centro y cualquier ra-
dio puede trazarse una circunferencia. En
particular pueden trazarse diferentes circun-
ferencias concéntricas. Dado que los triangu-
los son figuras atiin mas simples, esta observa-
cion hace plausible suponer la existencia de
triangulos semejantes. Esto es parte de la on-
tologia subyacente a la geometria.

La demostracion de Wallis es como sigue:
dado el punto P exterior a la recta | constriya-
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se la paralela m a I por P. PQ es perpendicular
tanto a / como a m (Q en /). Sea n otra recta
distinta a m y a la recta determinada por PQ,
que pase por P. Tomese R sobre n, entre my |
y sobre m témese S el pie de la perpendicular
RS a m. Considerando el triangulo PSR y el
lado PQ debe existir un punto T de modo que
el triangulo PQT sea semejante al triangulo
PSR. Se concluye que el rayo PR coincide con
el rayo PT. Es decir T esta sobre el rayo PR. Por
otro lado, el angulo PQT es recto. Entonces T
estad en la interseccion de /'y n. Es decir la dni-
ca paralela a I por P es m.

Llevando el anadlisis mas lejos podemos de-
mostrar a su vez, que la existencia de triangu-
los semejantes se sigue del Vv postulado.
Como son légicamente equivalentes, la
prueba de Wallis sufre del mal de peticion de
principio. El mal del que sufren todas las de-
mostraciones del V postulado cuando se tra-
tan de realizar desde los otros cuatro postu-
lados de Euclides. Esto es lo que llevo a
Lobachevsky a declarar en sus Nuevos Prin-
cipios de la Geometria (1835):

Es bien conocido que hasta la fecha la
Teoria de las Paralelas ha permanecido
incompleta. Los esfuerzos infructuosos
hechos desde tiempos de Euclidesy a lo
largo de un periodo de mas de dos mil
afos, me han convencido de que los
conceptos involucrados en esta investi-
gacion no contienen la verdad de lo
que se desea demostrar;, que para esta-
blecerla se necesita el apoyo del experi-
mento, por ejemplo de observaciones
astronémicas, como es el caso con otras
leyes de la naturaleza.

Este parrafo muestra de modo convincente
que hacia 1835 estaba clara la independen-
cia logica del v postulado de los restantes de
la geometria euclidiana, y que se habia pro-
ducido una ruptura en la interpretacion que



la tradicion habia impuesto entre la geome-
tria y el espacio fisico.

Consecuencias: hacia la estructura

Hasta el siglo XIX la matematica podia apo-
yarse tanto en la geometria como en el alge-
bra para buscar sustentacion a sus afirmacio-
nes. La toma de conciencia de que el
contenido de verdad quedaba sustituido por
la consistencia del modelo, volcé los esfuer-
zos hacia la aritmética. ;Habria alli la fuente
de verdad que parecia necesaria para con-
tinuar el trabajo matematico? Veamos la si-
tuacion que prevalecia en el célculo. Desde
Galileo y Newton, una de las tradiciones ge-
neradoras del calculo extrajo, del contexto
geométrico del estudio dindmico del movi-
miento, las reglas de operacién del nuevo
célculo. El libro de Polya, Matematicas y Ra-
zonamiento Plausible reproduce de modo
por demas brillante, varios ejemplos de esto.
Aqui, sin embargo, no puede hablarse de
una actitud totalmente anclada en el pensa-
miento empirista pues en el estudio del movi-
miento aparece un concepto que no pudo
ser extraido de alli: el concepto de velocidad
instantanea.

El desarrollo del calculo, del célculo infinite-
simal, sigui6 las lineas que le eran posibles
con este sustento conceptual. Desde luego
hubo momentos de crisis como el que se dio
alrededor del problema de la cuerda vibran-
te y que en el fondo reflejé una incapacidad
del célculo, hasta ese momento, para mode-
lar el movimiento de un continuo. Pero el
momento de crisis que nos interesa registrar
se dio durante el siglo XIX.

Es cuando Weierstrass publica (1872), gra-
cias a los buenos oficios de su discipulo Paul
Du Bois Reymond, su teorema sobre la exis-
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tencia de funciones continuas que en ningdn
punto tienen derivada. Las consecuencias de
este resultado son profundas. Hasta enton-
ces, para hablar de una funcion continua se
decia que era aquella cuya gréfica puede tra-
zarse sin levantar el lapiz del papel. Adn hoy
en dia usamos esta expresion cuando quere-
mos dar una idea informal sobre la continui-
dad de una funcién. Pero el resultado de
Weierstrass mostré que se podia hablar de la
continuidad en un lenguaje totalmente anali-
tico. Es decir, no era necesario recurrir a las
imagenes geométricas, a lo que los dibujos
sugerian para poder hablar con precision so-
bre la continuidad. La existencia de funcio-
nes continuas sin derivadas asi lo mostraban,
pues tales funciones no se pueden graficar.

Aparecieron desde entonces advertencias
sobre lo peligroso que resultaba confiar de-
masiado en las conclusiones extraidas de un
dibujo. Se dieron demostraciones falsas basa-
das en dibujos de triangulos, que llevaban a
la conclusién de que todos los triangulos son
equilateros, por ejemplo. El ojo era digno de
desconfianza, como ha dicho P. Dauvis.

La crisis no era s6lo de caracter metodologi-
co. Las estructuras conceptuales, la continui-
dad por ejemplo, debieron entonces ser revi-
sadas. Esto nos habla de un cambio en la
naturaleza misma del conocimiento. Una
vez mas el problema de la desustanciacion.
La toma de conciencia sobre la estructura.

Desde luego, en esta perspectiva se quedan
muchas cosas por fuera: unas por la presion
del tiempo, otras por mi desconocimiento.
Pero creo que lo que si puede verse, desde
los ojos de nuestra teoria —parafraseando a
Hanson— es que la idea de demostracion
esta vinculada organicamente a la concep-
cion de los objetos de la matematicay que
ambos son resultado de una historia.



Incorporacién de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacion Media de Colombia

Referencias Courant, R., Robbins,H. ;Qué es la Matematica?,
ed. Aguilar, Madrid, 1962.

Euclides, Elementos de Euclides, ed. Gredos, Ma-

drid, 1991. Whiteside, T. Mathematical papers of I. Newton,

Hilbert, D. Fundamentos de la Geometria, Ma- Cambridge U. Press, 1967.
drid, C.S. 1. C. 1952.

262



Proceso de transformacion del uso de
tecnologia en herramienta para
solucionar problemas de matematicas
por los estudiantes

Luis Moreno Armella y Manuel Santos Trigo
CINVESTAV — IPN, México

Traducido por Martin Eduardo Acosta Gempeler

El uso de la tecnologia por parte de los estudiantes juega
un rol importante en su aprendizaje de las matematicas.
Aqui reportamos el trabajo de alumnos de secundaria
que participaron en actividades de resolucién de proble-
mas utilizando software de geometria dinamica (Cabri).
Un problema planteado por los estudiantes fue utilizado
como medio para ilustrar tres estrategias diferentes que
aparecieron en el trabajo de los estudiantes. Cada estrate-
gia muestra diferentes procesos y herramientas matemati-
cos que les ayudaron a explorar y resolver el problema.

Algunas de las propuestas curriculares recien-
tes identifican el uso de la tecnologia como
una herramienta poderosa para el aprendizaje
de las matematicas (NCTM, 2000). Los estu-
diantes pueden usar la tecnologia de diversas
maneras; en particular, la idea de que con ayu-
da de algin software o calculadora puedan
realizar facilmente representaciones, explorar
diferentes casos, encontrar lugares geométri-
cos o trayectorias de puntos (segmentos o figu-
ras), parece atractiva al disenar actividades de
aprendizaje. ;Qué tipo de herramientas mate-
maticas necesitan los estudiantes para poder

Grupo Coordinador
Ministerio de Educacion Nacional

mostrar un uso eficiente o significativo de la
tecnologia durante sus experiencias de apren-
dizaje? ;En qué momento el uso de la tecnolo-
gia se convierte en una herramienta poderosa
para los estudiantes? Estas son preguntas que
dan informacién para explicar lo que pueden
lograr los estudiantes en una clase que pro-
mueve el uso de la tecnologia. En este articulo
documentamos aspectos del aprendizaje de
los estudiantes que muestran un proceso de
adaptacion de los mismos en el uso de la tec-
nologia. En esta etapa los estudiantes no sélo
buscan diferentes estrategias para representar
y resolver problemas, sino que redisenan o for-
mulan de manera explicita sus propias pregun-
tas o problemas.

Marco conceptual

En una sociedad cambiante y exigente el es-
tudio de las matematicas es una necesidad
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importante de todos los estudiantes; sin em-
bargo, como lo mencionan Romberg y Ka-
put:

“los cambios hacen imperativo que
cualquier respuesta a la pregunta “;qué
matematicas vale la pena ensenar?" sea
revisada periédicamente... independien-
temente del contenido especifico, el
proposito de ensefiar matematicas pue-
de describirse en términos de ensefar a
los estudiantes a usar matematicas para
construir 'y comunicar ideas, usarlas
como una herramienta poderosa para
analizar y resolver problemas, y quedar
fascinados con los patrones que ellas
abarcan y exponen" (pp. 15-16).

El uso de la tecnologia puede jugar un rol im-
portante pues ayuda a los estudiantes a repre-
sentar, identificar y explorar comportamien-
tos de relaciones matematicas diferentes.
Una meta importante durante el proceso de
aprendizaje en matematicas es que el estu-
diante desarrolle aprecio y disposicion hacia
una indagacion matematica genuina, duran-
te sus experiencias de aprendizaje en la es-
cuela. En las propuestas curriculares actuales
(NCTM 200), se ha vuelto importante la idea
de que los estudiantes deben plantear pre-
guntas, buscar diferentes tipos de represen-
tacion y presentar diferentes argumentos du-
rante su interaccion con tareas matematicas.
De esta manera, el rol de los estudiantes va
mas alla de ver las matematicas como un
cuerpo de conocimientos fijo y estatico; por
el contrario conceptualizan el estudio de las
matematicas como una actividad en la que
deben participar para identificar, explorar y
comunicar ideas implicitas en situaciones
matematicas.

...Los estudiantes mismos desarrollan el
habito de reflexionar sobre las actividades
que realizan cuando estan aprendiendo a
resolver problemas. Desarrollan relacio-
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nes que pueden dar significado a nuevas
ideas, y examinan criticamente su conoci-
miento buscando relaciones nuevas y
mas productivas. Llegan a ver el apren-
dizaje como resolucién de un problema
en el que la meta es ampliar sus conoci-
mientos (Carpenter & Lehrer, 1999,
p.23).

También es sabido que los profesores de-
berian crear un ambiente de clase que pro-
moviera experiencias para reflexionar, con-
jeturar y persistir. En este contexto, el
diseno e implementacion de problemas
que favorezcan el uso de esas experien-
cias, sigue siendo un gran desafio en la edu-
cacion en resolucion de problemas (San-
tos, 1998). Nosotros ilustramos cémo el
uso de la tecnologia con el tiempo se con-
vierte en una herramienta poderosa para
que los estudiantes le den sentido a la infor-
macion, propongan conjeturas, y exami-
nen diferentes estrategias de resolucion de
problemas. Animamos a los estudiantes a
trabajar como una comunidad en la que se
valora no sélo las contribuciones persona-
les, sino también la participacién como gru-
po. El compromiso de los estudiantes en el
proceso de indagacion y explicacion se
convierte en el ingrediente clave para el
trabajo con los problemas.

Métodos y procedimientos

16 estudiantes de grado 12 participaron en
un seminario de cuatro semanas con dos
sesiones por semana (2,5 horas cada se-
sion). La idea general del seminario era uti-
lizar software de geometria dinamica para
resolver problemas, inicialmente plantea-
dos por el profesor. Luego, se pidié a los
alumnos que ellos mismos propusieran
ejercicios y problemas. Durante las dos pri-
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meras sesiones el profesor dio una intro-
duccion general sobre le uso del software e
ilustro el uso de ciertos comandos para
toda la clase. En general, cada alumno tra-
bajé primero de manera individual, luego
en pequenos subgrupos de cuatro miem-
bros, y al final de cada sesion se hizo una
discusion general con todo el grupo. Los
estudiantes podian intercambiar archivos y
recibir retroalimentacion de otros partici-
pantes. Para el analisis del trabajo de los es-
tudiantes, escogimos un problema pro-
puesto por un subgrupo. Este problema fue
resuelto durante las dltimas dos sesiones
del seminario. Durante todo el analisis in-
cluimos comentarios u observaciones para
describir determinados comportamientos
de los estudiantes que aparecieron durante
estaimplementacion; sin embargo no trata-
mos de mostrar un andlisis detallado de la
transcripcion de su trabajo. En lugar de eso,
identificamos un conjunto de observacio-
nes que ilustran las relaciones matematicas
que surgieron de la interaccion de los estu-
diantes con el problema. En algunos casos, la
participacion del profesor jugé un rol impor-
tante al orientar la discusion de los estudian-
tes llevandolos finalmente a proponer y exa-
minar esas relaciones.

Origen del problema

Una actividad importante que surgié durante
las sesiones fue pedirle a los estudiantes que
formularan sus propias preguntas o proble-
mas. Asi que durante la interaccion de los es-
tudiantes con los problemas o situaciones,
podian explorar libremente las conexiones o
cambiar los enunciados originales para exa-
minar e ilustrar el comportamiento de otras
relaciones. Un miembro de un subgrupo
menciond que para formular preguntas era
importante identificar las propiedades basi-
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cas inherentes a las diferentes figuras. Por
ejemplo:

— sQué sabemos de los rectangulos? Que tie-
nen cuatro lados (dos pares de lados parale-
los), lados perpendiculares, cuatro angulos
rectos, dos diagonales, un centro (intersec-
cion de las diagonales), atributos como area
y perimetro y comprenden un par de trian-
gulos rectangulos congruentes (Teorema
de Pitagoras). Por supuesto, los estudiantes
aceptaron que para poder representar el
problema utilizando el software, era impor-
tante pensar en todas las figuras en térmi-
nos de sus propiedades y luego seleccionar
los comandos adecuados para lograr una
representacion particular.

— sPodemos construir un rectangulo si conoce-
mos solamente su perimetro y una diagonal?
Esta fue una pregunta planteada por un es-
tudiante a toda la clase. Del trabajo en este
problema surgieron tres estrategias diferen-
tes. Aunque en todas ellas el uso de la tec-
nologia fue fundamental, nos centramos en
identificar dos estrategias en las que el soft-
ware funcioné como una herramienta po-
derosa no soélo para alcanzar la solucion,
sino también para explorar otras propieda-
des geométricas de las figuras.

Proceso de solucion de tres
subgrupos

sComo representar el perimetro de manera
geométrica? ;Que informacion nos da el
perimetro acerca de los lados del rectangu-
lo? ;Como se relaciona la informacion del
perimetro con la diagonal? Estas son algu-
nas de las preguntas iniciales discutidas en
un subgrupo que llevaron a los estudiantes a
representar la informacién basica y a utilizar
el software de geometria dinamica para co-
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nectar esa informacion. Enseguida describi-
mos las principales etapas:

1) Los estudiantes representaron el semi-peri-
metro como el segmento AB y escogieron un
punto Q del mismo. Es decir, a + b es la longi-
tud del segmento AB donde a 'y b son las medi-
das de los lados del rectangulo. Con esta in-
formacion construyeron el rectangulo FHGF
(figura 1). En esta figuraa=mAQ=mEHy b =
MQB = mHG.

A Q B

Figura 1

2) Se dieron cuenta de que moviendo el
punto Q sobre el segmento AB, se generaba
una familia de rectangulos de perimetro
fijo. Decidieron encontrar el lugar geomé-
trico del punto G cuando Q se mueve sobre
AB (figura 2).

A Q B

Figura 2

266

3. Encontraron que el lugar de puntos era el
segmento ST y explicaron que cuando Q se
desplaza hasta B, ET se convierte en el seg-
mento AB. lgualmente, cuando Q coincide
con A, el segmento ES se convierte en AB. Es
decir, notaron que el rectangulo que querian
encontrar era uno de los rectangulos inscri-
tos en el tridngulo rectangulo EST. Finalmente
se dieron cuenta de que el rectangulo podia
dibujarse en dos posiciones diferentes ex-
cepto cuando se convertia en cuadrado (fi-
gura 3).

\ S
N
M
4.07 ¢
A
6.27 cn/
6.16 dm

%GCm
16§27 cm

E o w H/ \
A /Q B

Figura 3

Otra estrategia escogida por dos subgrupos
fue concentrarse en la representacion alge-
braica de la situacién. Es decir, usaron x e y
para los lados de los posibles rectangulos y
escribieron las siguientes ecuaciones:

— P
y——x+§ p: perimetro D: diagonal
x2 +y2 :DZ

En ese momento, un estudiante sugiri6 grafi-
car las dos ecuaciones, y dijo que ya que p y
D eran nimeros dados, entonces la primera
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ecuacion representa una recta y la segunda
una circunferencia. Utilizaron los siguientes
procedimientos y representaciones:

X

Figura 4

Aqui es importante mencionar que los estu-
diantes dedicaron un tiempo considerable a
analizar los casos en los que no era posible
construir el rectangulo. Finalmente la grafica
se convirtié en un referente para explicar la
existencia de ese rectangulo (la interseccion
de la circunferencia y la recta puede ser un
punto; en el caso del cuadrado, dos puntos,
para una figura como la anterior; o ningln
punto en cuyo caso no hay solucién, como en
la figura 5). El otro subgrupo que sigui6 esta
estrategia dio una explicacion algebraica so-
bre la solucién del sistema de ecuaciones.

y=-x+P/2

Figura 5
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Otra estrategia fue construir una familia de
triangulos con perimetro igual a la suma de
los dos lados del rectangulo mas la longitud
de la diagonal. Escogieron la diagonal dada
como un lado fijo del triangulo y los otros
dos lados del triangulo como el semi-perime-
tro del rectangulo. El software se convirtié en
una herramienta para encontrar la familia de
triangulos con perimetro fijo (figura 6).

Figura 6

El segmento AB representa la diagonal dada y
el segmento PR es el semi-perimetro. Los estu-
diantes dibujaron dos circunferencias, una de
centro Ay radio PQ y otra de centro By radio
QR. Estas dos circunferencias se cortan en C. El
lugar geométrico del punto C cuando Q se
mueve sobre PR es una elipse (de focos Ay By
constante m(PR)). Luego los estudiantes se
concentraron en encontrar el tridngulo con
angulo ACB recto. Para encontrarlo, dibujaron
una circunferencia de centro el punto medio
de la diagonal AB y radio la mitad de la diago-
nal. La interseccion de la elipse y la circunfe-
rencia determina el vértice del triangulo rec-
tangulo. En ese momento notaron que habia
casos en los que el angulo ACB nunca seria
recto. En este caso, se observa que no hay in-
terseccion entre la circunferencia y la elipse.

Cuando se discutieron estas soluciones con
toda la clase, fue evidente que los estudian-
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tes se dieron cuenta de que el uso del softwa-
re era un medio para explorar el problema
desde distintos angulos y perspectivas. En
particular, quedaron sorprendidos con la va-
riedad de herramientas matematicas y de
ideas que se presentaron en cada estrategia.
Al final de la sesion, un estudiante pregunto:
sPodemos construir un rectangulo si tene-
mos la diagonal y el area (en lugar del peri-
metro)? Y los estudiantes estaban dispuestos
a explorar la pregunta utilizando el software.

Observaciones

El trabajo mostrado por los estudiantes du-
rante su interaccion con el problema ilustra
diferentes cualidades matematicas de la ta-
rea que les permitieron explorar las fortale-
zas y debilidades de sus estrategias de solu-
cion. Por ejemplo, la estrategia dinamica que
utilizaron para encontrar el lugar geométrico
del cuarto vértice les dio suficiente informa-
cion para identificar todos los rectangulos de
perimetro dado. En ese momento introduje-
ron la informacién de la diagonal para en-
contrar el rectangulo. La estrategia algebrai-
ca se basé en una representacion estatica de
un caso particular con base en el que discu-
tian otras posibilidades de comportamiento
de las dos graficas en términos de la intersec-
cion de las gréficas. La tercera estrategia en
la que los estudiantes decidieron construir
una familia de triangulos de perimetro fijo
combina a la vez una representacion parcial
del rectangulo (el triangulo rectangulo) y el
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poder de la tecnologia para encontrar todos
los que tienen una base fija (la diagonal).
Cuando los estudiantes movieron los puntos,
encontraron distintos lugares geométricos,
asignaron medidas y formularon y sustenta-
ron conjeturas; quedod claro que el software
se convirtié en una herramienta matematica
poderosa para los estudiantes.
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Introduccion

Para nadie es un secreto que la demostra-
cion, al estilo euclidiano, constituye el méto-
do de validaciéon por excelencia de las pro-
posiciones matematicas. Esto es compatible
con la tendencia hacia la abstraccion que
busca cristalizar, en un momento dado, las
relaciones légicas inherentes a los temas
bajo estudio. Dichos temas suelen presentar-
se como un laberinto que requiere orden y
sistematicidad. Quienes han tenido una ex-
periencia matematica mas o menos prolon-
gada, aceptan estas afirmaciones con natura-
lidad, debido al contacto cotidiano con la
metodologia euclidiana. Sin embargo, esta
actitud normativa tradicional ha empezado a
cambiar ante el interés por el estudio de las
practicas matematicas. Tales practicas sugie-
ren que la demostracién se ubique para su
adecuada interpretacion en un escenario
mas amplio, a saber, el de las pruebas y refu-
taciones.

Tampoco es un secreto la tendencia hacia el
logro de una comprension intuitiva de los te-
mas matematicos, que procura un contacto
inmediato con los objetos bajo estudio, una
relacion viva con ellos, por decirlo de alguna
manera, que enfatice el significado concreto
de sus relaciones.
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Luis Moreno Armella
CINVESTAV -IPN, México

La historia de las matematicas, por lo menos
en su vertiente occidental, atestigua la ten-
sion entre dos puntos de vista: uno, que favo-
rece los enfoques abstractos y otro, que fa-
vorece los enfoques intuitivos. Lo que ha
resultado fértil para el desarrollo de las mate-
maticas, no es el predominio de una u otra
de estas tendencias, sino su articulacion.
Gauss afirmaba en una ocasion, ya tengo el
resultado, pero aiin me falta la demostracion.
Viniendo de un matematico que hizo del ri-
gor la marca de la casa, no puede dudarse
que tenia claro que la practica misma de la
investigacion matematica guardaba coinci-
dencias notables con lo que ocurria en las
ciencias experimentales: una exploracion
guiada por fuertes dosis de intuicion, someti-
das posteriormente a procesos de validacion
y comprobacion. En el caso de las matemati-
cas, ese proceso de validacion, histéricamen-
te constituido, es lo que llamamos metodolo-
gia euclidiana.

Sobre la demostracion y el rigor se ha escrito
mucho a lo largo de la historia de la discipli-
na, prueba de que se trata de un centro ner-
vioso de gran sensibilidad. La imagen social
de la matematica refleja casi exclusivamente,
la vertiente deductiva y de rigor. Esto es desa-
fortunado desde el punto de vista educativo
pues repercute en la forma como los docen-
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tes disenan su trabajo pedagogico. Todo do-
cente pone en juego su concepcion de las
matematicas, explicita o implicitamente,
cuando ensena y cuando evalda a sus estu-
diantes. Y esta concepcion, se modela, en
principio, a partir de la imagen social de la
disciplina.

Las matematicas no son terreno exclusivo de
los matematicos como tales; los modelos de
uso se manejan de acuerdo a los contextos de
aplicacion y a los significados derivados de
ellos y no necesariamente segun la sintaxis y
reglas de los modelos tedricos. Como ejem-
plo, podemos recordar la manera como los in-
finitesimales han formado parte de los mode-
los de uso del célculo de ingenieros v fisicos,
en épocas incluso en que dichos objetos no
han tenido carta de ciudadania en el mundo
matematico oficial. Esto es, antes de la década
de los sesenta, que fue cuando A. Robinson
publicé su teoria del andlisis infinitesimal.

En resumen, en las aplicaciones de las mate-
maticas a las ciencias, los modelos de uso si-
guen reglas de validacion de acuerdo al con-
texto de significaciones que les son propios.

La didactica de las matematicas

Dado que nos interesa llevar las considera-
ciones anteriores al contexto educativo, con-
viene detenernos un momento en algunas

Epistemologia
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componentes de una didactica de las mate-
maticas.

La primera de estas componentes se refiere
al papel que juega la epistemologia en la
constitucion del cuerpo tedrico de la didacti-
ca. La otra consideracién a la que vamos a re-
ferirnos, tiene que ver con la cognicion.

Las reflexiones epistemoldgicas en el campo
de la educacion se pueden traducir, entre
otros, en los siguientes puntos:

1) Andlisis de los conceptos que funcionan
en una disciplina.

2) Estudio de las redes conceptuales que vin-
culan esos conceptos.

3) Analisis de la evolucion del significado de
los conceptos que se van produciendo a lo
largo de su desarrollo histérico.

La componente cognitiva, por su parte, se re-
fiere a los mecanismos de apropiacion del
conocimiento.

El estudio de los mecanismos de apropiacion
del conocimiento esta estrechamente vincula-
do con el andlisis epistemologico. A partir de
su articulacion podremos hablar de actos pe-
dagogicos. La didactica es una teoria cuya prac-
tica esta constituida por actos pedagogicos.

Hablar de la evolucion historica del significa-
do de los conceptos matematicos implica

Actos pedagogicos




que las matematicas se conciban como una
actividad humana. Como resultado de esta
manera de concebir la disciplina, debe acep-
tarse que el rigor es una nocion historica, es
decir, que va cambiando con las condiciones
socioculturales de las sociedades en donde
se produce el conocimiento que llamamos ri-
guroso en determinado momento. Ademas,
y esto es muy importante, los objetos mate-
maticos dejan de ser vistos como objetos
ideales (ser platonicos es muy frecuente en-
tre los matematicos) y pasan a ser concebi-
dos como ideas compartidas.

Un poco mas sobre rigor y
exploracion

En la introduccién hemos recordado como en
el desarrollo de las matematicas se han identifi-
cado con claridad dos tendencias: una, que
promueve la formalizacion y el rigor, teniendo
como piedra angular los procesos deductivos
y las demostraciones euclidianas -es decir,
aquellas que parten de hipotesis y resultados
claros y se proponen, mediante la deduccion,
arribar a resultados nuevos. Los matematicos
profesionales comprenden muy bien que esta
actividad formalizante del conocimiento soélo
es posible una vez que se haya adelantado un
trabajo exploratorio, guiado por la intuicion y
la imaginacion de quien va delineando los re-
sultados de acuerdo a una red personal de sig-
nificados. El trabajo de exploracion es un traba-
jo situado en un contexto. La formalizacion
intenta descontextualizar los resultados trans-
formandolos en esas proposiciones que deno-
minamos teoremas.

No hace falta pensar mucho para convencer-
se que una accion pedagdgica que pretenda
partir del nivel de formalizacién -ignorando
el examen epistemoldgico y su articulacion
con la cognicién- no llegara muy lejos.
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Hay que partir pues, del nivel de la explora-
cion. Ahora bien, hasta hace poco tiempo,
los recursos con los que contaban los siste-
mas educativos para generar actividades de
exploracioén se reducian practicamente al la-
piz y papel. Esto no es nada desdenable, por
cierto. Libros como los de Polya, por ejem-
plo, se han tornado clasicos y han impulsado
un acercamiento a las matematicas a través
de lo que él ha llamado razonamiento plausi-
ble. Hoy en dia, para nuestra fortuna conta-
mos con un instrumento de la mayor impor-
tancia para la exploracion matematica: la
computadora. Con este nombre designare-
mos, genéricamente las computadoras per-
sonales y las calculadoras como la TI-92 que
viene equipada con un CAS (un Sistema Alge-
braico Computacional) y una version de
CABRI GEOMETRE que permite exploraciones
geométricas de amplio alcance. Para el estu-
diante de matematicas (sin excluir a los pro-
fesores, bien entendido) una computadora
bien puede entenderse como un laboratorio
de matematicas. Por ejemplo, la TI-92 permi-
te el estudio de las sumas parciales de una se-
rie. Consideremos la serie armonica:

21/n

Sabemos muy bien que dicha serie es diver-
gente. Resulta anecdético recordar las pala-
bras de Abel, el genio noruego, al respecto
de ella: “La serie es divergente...es una ver-
glienza demostrar algo a partir de ella”. Por su
parte Heaviside, matematico aplicado se ex-
presa asi: “La serie es divergente. Por lo tanto
debe poder hacerse algo con ella” (R. Young,
1992, p. 355). La anécdota nos hace pensar:
henos aqui ante dos modos diametralmente
opuestos de concebir un resultado matemati-
co. Y esto es asi porque Abel y Heaviside son
duenos de visiones divergentes de las mate-
maticas. Bien sabemos que Abel esta sumer-
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gido en el mundo del rigor deductivo (en el
paradigma euclidiano) mientras que Heavisi-
de, como matematico aplicado, orienta sus
bldsquedas a partir de los modelos de uso, de
las interpretaciones contextuales de los he-
chos matematicos. Ahora bien, ;sera cierto
que no podamos decir nada interesante so-
bre la serie armoénica? Empecemos hacién-
donos la pregunta:

;Cuantos términos de la serie deben sumarse
para que la suma rebase por primera vez al
cinco?

Para abordar este problema usaremos la cal-
culadora algebraica TI-92. En la notacién de
este instrumento, la suma parcial desde n=1
hasta k, se escribe asi: 3 (1/n,n,1,k). Entonces:

>(1/n,n,1,82) =
parte:

4.99002007991, y por otra

>(1/n,n,1,83) = 5.00206827268.

La respuesta es pues 83. Este es el ndmero
minimo de términos que deben sumarse en
la serie arménica para que el valor de la
suma parcial rebase al 5. Si denotamos con
N, el minimo ndmero de términos necesarios
para que la suma parcial de la serie arménica
rebase al nimero natural p, tenemos:

N, =4 (2.083333..)
N;=11(3.019877...)

N, =31 (4.0272451...)
Ns = 83 (5.002068...)

N =227 (6.004366...)
N, =616 (7.001274...)

N, =1674 (8.000485...)
N, = 4550 (9.000208...)

Entre paréntesis hemos colocado el corres-
pondiente valor de la suma parcial. Ahora
bien, trabajando con papel y lapiz, es posible
aproximar, razonablemente, estos nimeros.
Pero la capacidad de amplificacion algoritmi-
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ca que se tiene cuando esta a nuestra dispo-
sicion una calculadora programable (como
la TI-92) es considerable. Es posible tratar ma-
tematicamente esta problema de una mane-
ra novedosa. Por ejemplo, es un problema
nuevo pedir a los estudiantes la escritura de
un programa que produzca los datos que he-
mos exhibido arriba. Pero lo interesante no
termina alli. Si hacemos la division Ny.i/ N,
encontramos que:

(N3/ No)=2.75

(Ny/ N3)=2.818181...

(Ns/ Na)= 2.6774193...
(Ne/ Ns)= 2.734939...

(N5/ No)= 2.7136563...
(Ng/ No)=2.7175324...
(No/ Ng)= 2.71804062...

Estos nimeros (sobretodo si previamente se
ha producido una lista mas larga de los valo-
res de N,) permiten plantear una conjetura:

(Np+1/ Np) —»e (p - oo)

lo cual es informacién valiosa sobre la serie
armonica. De modo que si puede decirse
algo interesante sobre la serie armoénica.

Este ejemplo, que aqui s6lo presentamos de
manera muy simplificada, da lugar a una ex-
ploracion muy interesante por parte de los
estudiantes. Desde luego, todo esto depen-
de de la sensibilidad del profesor, de la forma
como plantee el problema a los estudiantes,
en un ambiente de exploracion matematica
enriquecido mediante la presencia de estos
nuevos instrumentos computacionales. Los
experimentos numéricos pueden llegar a su-
gerir el teorema y la manera como se logra
acceder a una demostracién formal del resul-
tado. Resulta psicolégicamente mas atracti-
vo para el estudiante trabajar en la busqueda
de una justificacién de la correccion de un
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resultado, que hacerlo en un ambiente don-
de se plantee el resultado de antemano y su
trabajo consista en hallar una demostracion.
Este dltimo enfoque, en un salon de clases,
carece de creatividad.

Las preguntas pertinentes, en un ambiente
rico en tecnologia, son distintas a las que sue-
len formularse en un ambiente asistido so6lo
por papel y lapiz. Declaremos: esto no es un
juicio de valor sobre las virtudes de un en-
foque sobre otro. Se trata, mas bien, de en-
tender que la mediacion de una forma de
tecnologia impacta los contenidos del co-
nocimiento que se va construyendo. En
nuestro caso, en el salon de clases.

Matematica experimental

En un articulo reciente (Bailey & Borwein,
2001) hallamos la siguiente descripcion:

La matematica experimental, es decir,
la utilizacién de la tecnologia computa-
cional...con el propdsito de explorar las
estructuras matematicas, de examinar
conjeturas y sugerir generalizaciones...

Un poco mas adelante, en ese mismo articu-
lo (p. 52), encontramos una interesante cita
de Milnor, doblemente interesante debido al
personaje:

Si puedo dar una demostracion en abs-
tracto de algo, me siento razonablemen-
te satisfecho. Pero si puedo obtener una
demostracién concreta, computacional
que me permita realmente generar una
respuesta numérica, entonces quedo
mucho mads satisfecho. Soy una especie
de adicto en lo referente al trabajo con
la computadora porque nos proporcio-
na criterios explicitos sobre lo que esta
ocurriendo. Mi pensamiento es visual y
me satisface mucho si puedo ver un di-
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bujo de aquello con lo que estoy
trabajando.

Quizas una de las consecuencias del trabajo
experimental, tal como lo estamos tratando
de describir aqui, se refiera al énfasis sobre
una distincion esencial que se encuentra rei-
teradamente en las matematicas: la distin-
cion entre los hechos matematicos y las de-
mostraciones matematicas. Mandelbrot ha
escrito lineas realmente esclarecedoras so-
bre este tema. Por ejemplo, en el ensayo es-
crito para servir como introduccion a la obra
de Peitgen et al. (1992), anade:

Muchos distinguidos matematicos insis-
ten en que su campo... empieza con la
demostracion... esto puede ser debido
a que se han ido acostumbrando a ver
los nuevos hechos matematicos casi ex-
clusivamente a través de lo que sugieren
las demostraciones de hechos matema-
ticos previos... pero, el desarrollo de las
matematicas descansa sobre muchas
otras fuentes, como la observacién y la
experimentacion.

El enfoque experimental, como estrategia
pedagdgica, ha vuelto a ganar terreno. La dis-
ponibilidad de los instrumentos electrénicos
de calculo ha contribuido notablemente a
ello. Ademas, la presencia de dichos instru-
mentos ha dado nueva vida a la visualizacion
matematica. Esto corresponde al principio
de mediacién instrumental: las caracteristicas
centrales de una forma de conocimiento es-
tan en intima relacion con los instrumentos
que sirven como mediadores en el proceso
de construccion de ese conocimiento.

Ciertas ramas de las matematicas se han de-
sarrollado como respuesta a la imposibilidad
de hallar, en determinado momento, res-
puestas explicitas a determinados problemas
(Davis & Hersch, 1995). Por ejemplo, en el
estudio de las series numéricas aceptamos
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como respuesta satisfactoria los criterios de
convergencia en lugar del célculo explicito
del valor numérico de las sumas. A partir de
resultados de esta naturaleza, se fueron modi-
ficando los propdsitos iniciales, dando origen
a ramas mas cualitativas de las matematicas.
La transposicion al campo de la ensehanza
dio como resultado un enfoque pedagogico
cuyo eje articulador resulté ser exagerada-
mente formalista. La simplicidad cognitiva se
equiparo a la simplicidad de la l6gica formal.

Actualmente, a la luz de la potencia de los
nuevos instrumentos computacionales, se
puede reevaluar esta posicion. No se trata,
volvemos a insistir en ello, de abandonar
los progresos incontestables de las mate-
maticas en su version actual, sino de dise-
nar estrategias didacticas que respeten la
epistemologia de las matematicas. Por
ejemplo, no se puede cortar el hilo conduc-
tor que va de los procesos matematicos a los
objetos matematicos.

La visualizaciéon perdié mucha credibilidad
durante el siglo XIX; la geometria dejoé de
ser fuente de verdades matematicas y su lu-
gar lo ocup6 la aritmética. Desde luego, las
geometrias no-euclidianas no fueron aje-
nas a este proceso. El hecho es que la ima-
gen fue desapareciendo de la escena y las
matematicas quedaron, cada vez mas,
identificadas con su version analitica. Hay
razones profundas para que las cosas ha-
yan tomado estos rumbos. Pero la ensenan-
za de las matematicas, una vez mas, no re-
conocié las consecuencias negativas que
una transposicion mecanica podia tener
sobre la educacion matematica.

La visualizacion tiene mucho que ofrecer, de
nuevo, a través de la computadora. No olvi-
demos, que teorema significa “aquello que es
objeto de una vision” (Davis, 1993).
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Una aventura matematica

Recientemente, el Profesor Yu Takeuchi ha
narrado una interesante aventura matemati-
ca en la revista Matematicas: Ensenanza Uni-
versitaria, vol. Vil (1-2), pp. 211-218, 2000.
Alli narra sus encuentros con el problema de
calcular la integral:

Alaluz del contenido del presente ensayo, re-
comendamos enfaticamente la lectura del tra-
bajo del Profesor Takeuchi, en particular sus
reflexiones sobre el papel de las computado-
ras en la educaciéon. A continuacién vamos a
presentar un acercamiento al célculo de la in-
tegral anterior. Partimos de la idea: la cons-
truccion del sentido, por parte del estudiante,
es el objetivo principal de la ensefanza. Esto
no significa que ese sentido lo construya el es-
tudiante al margen de su entorno social ni con
independencia de sus textos. Tampoco con
independencia de la influencia del profesor.
Es, mas bien, una labor de reconstruccion y
apropiacion del conocimiento.

El sistema simbolico de la calculadora TiI-92
(una version de Derive) no puede dar la res-
puesta que el Profesor Takeuchi obtuvo con
la ayuda del Profesor Rincon:

[

I

0

3
X

. dx=1"/15.

e

Tal como nos cuenta, el recurso computacio-
nal para obtener este resultado fue Mathe-
matica. ;Qué podemos hacer entonces con
nuestra calculadora? Lo primero que se le
ocurre a un profesor cuando observa la inte-
gral en cuestion es: squé significa esa inte-



gral?, ;como hacer que el calculo de esa inte-
gral sea una actividad significativa para un
estudiante?

Calcularla no puede reducirse a un ejercicio
sintactico, por complejo que este pueda ser.
El virtuosismo sintactico hizo de muchos de
mis colegas estudiantes buenos para las ma-
tematicas, entendiendo con esta expresion el
que eran muy habiles en el manejo de la ta-
bla de logaritmos —sin necesidad de enten-
der, en muchos casos, las funciones de la ca-
racteristica y la mantisa, que hoy parecen
haber desaparecido del mapa escolar.

Las imagenes que apareceran de aqui en
adelante, estan tomadas de la pantalla de la
TI-92. Primero, realicemos algunos calculos
relacionados con la integral en cuestion. Por
ejemplo, la integral entre 0 y 100 (figura 1):
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Figura 1

Como puede apreciar el lector, en la linea in-
ferior es donde se introduce la informacion
que debe ser procesada por la calculadora. En
la parte superior de la pantalla, aparece, a la
izquierda, la notacion usual de laintegral y a la
derecha el valor numérico de dicha integral.
Parece que no hay mucha diferencia entre
realizar la integracion hasta 100 o hasta 225...
sdonde podremos hallar una explicacion de
este hecho? Proponemos que en la gréfica de
la funcion. Un objeto matematico es suscepti-
ble de ser representado de muchas formas.
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Cada una de ellas tiene un mensaje particular
para quien estudia dicho objeto. Vamos a in-
troducir a la calculadora la funcién, como la
primera de la lista (figura 2).
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Figura 2

Para graficar la funcion debemos fijar una
ventana de graficacion: esto es clave cuando
se pretende introducir el tema de graficacion
con el auxilio de la calculadora. La funcién es
positiva en el intervalo de 0 a 100 y su maxi-
mo valor alli lo toma en x =2.82143936278
(figura 3).
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Figura 3

El valor maximo de la funcién es: 1.4214... de
manera que podemos darnos una buena
idea de la grafica si empleamos la ventana
determinada por los valores:

xmin=0, xmax=10, ymin=-.2, ymax=1.5.

La grafica que se obtiene corresponde a la fi-
gura 4.
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Se ve pues, que la parte sustancial de la inte-
gral (donde la integral estd concentrada) esta
contenida en un intervalo de la forma [0,M]
en donde M es razonablemente pequeno.
De modo que podemos preguntarnos: como
tomar M para que el valor de la integral de 0
hasta M coincida con las doce primeras cifras
decimales de 11¢/15?
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Figura 5

La pantalla de la figura 5 muestra que integrar
hasta 10 no produce una buena aproximacion
al valor de 1/15. Es decir, M= 10 no es “razo-
nablemente” pequeino adn: mas bien, es muy
pequeio. Debemos tomar valores de M mayo-
res que 10. Tomemos M=50. En ese caso, ya te-
nemos una aproximacion hasta las primeras
once cifras decimales, tal como muestra la figu-
ra 6.

Pero ahora, con la contextualizacién del pro-
blema, gracias a los recursos de visualizacion
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HAlW EAh AFFENY FlIWF =4 7

Figura 6

que ha prestado la calculadora, sabemos in-
terpretar el resultado. Basta tomar un valor
de M un poco mayor que 50, digamos M=80
para obtener 6.49393940227 (figura 7).
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Figura 7

Resultado que ya coincide con 1¢/15 hasta la
dltima cifra decimal que apreciamos en la
pantalla. Recurriendo a la imagen geométri-
ca, esto significa que la integral desde 80 has-
ta co debe contribuir con muy poco al valor
de la integral desde cero hasta infinito. No
puede dejarse pasar por alto la analogia con
lo que ocurre con la cola de las series. Estas
son las oportunidades que el profesor debe
aprovechar para dinamizar la red conceptual
del estudiante. Para despertar esos teoremas
en acto que luego serdn objeto de una mayor
formalizacion. Para terminar, calculemos la
integral entre 80 y 200 (figura 8).
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El valor numérico, como puede apreciarse,
es casi insignificante (del orden de 10 a la po-
tencia -30). Nos parece que una actividad
planeada de esta manera (aqui s6lo hemos
querido sugerir una manera de llevarla a
cabo, seguramente hay formas mas inteligen-
tes de realizarla) permite al estudiante cons-
truir un sentido para el problema propuesto
y con una conduccién prudente del profesor
podra arribar al problema tal como el Profe-
sor Takeuchi lo presenté a sus lectores.

Introductio in Analysin Infinitorum

Bajo este titulo, Euler publicé en 1748 un li-
bro que marcaria una época. Un libro que ha
sido llamado el libro fundacional del analisis.
Vale la pena citar lo que de él ha dicho Boyer
en su articulo, The Foremost Textbook of Mo-
dern Times reproducido en la obra Selected
papers on calculus, editada por T. Apostol en
(1969).

Dice Boyer:

...pero sobre todos estos bien conoci-
dos libros de texto, se alza otro, un libro
que aparece justo en la mitad de esta
época prodiga en grandes textos y con
el que practicamente todos los autores
posteriores admiten tener una deuda.
Se trata de la Introductio de Euler... Con

La nueva matematica experimental

él, Euler llevo a cabo lo que Euclides y
Al-Khowarizmi habian hecho con la
geometria sintética de los griegos y el al-
gebra elemental, respectivamente. Fl
concepto de funcién y los procesos infi-
nitos habian surgido durante el siglo
Xvil, pero fue la Introductio la que los
elevo al grado de tercer miembro del
triunvirato matematico compuesto por
geometria, algebra y analisis”.

Ya desde 1734, Euler habia resuelto un pro-
blema propuesto por Johann Bernoulli, con
relacion a la serie de los reciprocos de los
cuadrados de los naturales. Bernoulli habia
logrado saber que la serie era convergente y
que su suma era menor que 2. Pero él queria
saber, con exactitud, el valor de la suma. Eu-
ler resolvio este problema y su método se
constituyo en el alma de su obra Introductio,
de la que hemos dicho unas palabras ante-
riormente. El resultado de Euler viene inscrito
en la calculadora (figura 9):
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La pregunta es: ;Como lo encontrd? La res-
puesta de Euler no fue inmediata. Primero,
hizo lo que habia aprendido a realizar como
un maestro: experimentar, buscar analogias,
inducir el resultado. Y después de todo ello,
intentar alcanzar un nivel de justificacion su-
perior. A continuacion describiremos a gran-
des rasgos su método. En las referencias
Bressoud (1994); Dunham (1990); y Young
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(1992), el lector podra encontrar mas infor-
macion sobre los calculos de Euler.

en(x)

Se parte de la funcion > cuyo desarrollo

X
en serie de potencias era conocido por Euler.
Este desarrollo lo interpreta como un polino-
mio de grado infinito:

cuyas raices son todas de la forma mn donde
m es un entero distinto de cero.

Cuando un polinomio tiene todas sus raices
a, a,, ...a,, distintas entre si'y ninguna es cero,
entonces se puede expresar en la forma:

Ay1-=)(1-=
a1 aZ

) It - —)

a

n

donde A, es el término constante del poli-
nomio. Continuando con su analogia, Euler
factoriza el polinomio de grado infinito y
obtiene:

(1-2)(1-
Tt

2
X

4710

2
X

9Tt

)(1-——) [

ya que las raices vienen en pares que difieren
en su signo. Posteriormente, Euler efectda las
multiplicaciones indicadas en este producto
infinito e iguala el coeficiente correspondien-

te a x? con el coeficiente correspondiente en

. . sen(x
la serie de potencias de sen(x)
X

obteniendo en consecuencia:
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de donde obtiene su resultado.

Euler comprendia muy bien la audacia del
método que lo habia conducido a su solu-
cion. Unos diez anos mas tarde, escribio: “El
método empleado era nuevo y nunca habia
sido usado con esos propositos” (Polya,
1954). A pesar de las objeciones, empero,
Euler tenia razones para confiar en la certeza
de su resultado. Para empezar, los valores
numeéricos de las sumas parciales de la serie
asi lo indicaban (figura 10).
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Ademas de la evidencia numérica, Euler bus-
c6 un refuerzo en las consecuencias que te-
nia su método: si en la férmula del producto
infinito,

2
X

4T

2
X

9Tt

X

Tt

(T-—)(1 )(1-——) [

sustituimos x por T/2, obtenemos:

que es el conocido producto infinito de Wa-
llis, publicado en su Arithmetica infinitorum
de 1655. Euler no se detuvo alli. Comparo
los siguientes coeficientes del polinomio de
grado infinito con los correspondientes del
desarrollo explicito del producto infinito y
obtuvo de alli la identidad:
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De nuevo, la evidencia numérica venia al res-
cate del resultado (figura 11).
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Conclusiones

Los resultados presentados en las dos seccio-
nes precedentes aparecen tratados tanto en
el escrito ya citado del Profesor Takeuchi,
como en la solucion presentada en la misma
revista por el Profesor Augusto Silva. Sin em-
bargo, el acceso a teoremas como el teore-
ma de la convergencia dominada, la funcién
gamma de Euler, la funcién zeta de Riemann,
imponen al lector ciertas condiciones que
eventualmente harian muy escasos a los lec-
tores de un tema tan interesante como el
que ellos han tratado en sus escritos respecti-
vos. Desde luego, no intento con ello criticar
su trabajo. Me he propuesto, mas bien, com-
plementarlo. La historia de las matematicas
(no las vidas de los matematicos) debe ser
uno de los temas del conocimiento de los
profesores de matematicas. Alli se encuen-
tran ejemplos interesantes de procesos de
exploracion, de pruebas y refutaciones etc.
que indican claramente como eso que llama-
mos rigor matematico es resultado de la evo-
lucion histérica de la disciplina. Contribuye a
disipar la niebla metafisica que alimenta la
creencia de que las matematicas son uni-
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versales a priori. En lugar de ello, muestra
con claridad meridiana que las matemati-
cas son una actividad humana. Que los ob-
jetos de las matematicas son objetos con-
ceptuales que deben su existencia al hecho
que son ideas compartidas por personas y
que sin ellas, no existirian.

En la actualidad, el profesor esta en posibili-
dades de incorporar a la ensenanza de las
matematicas un instrumento que se lleva
muy bien con la historia de la disciplina.
Nos referimos, desde luego, a los instru-
mentos computacionales en sus diversas
modalidades. Pueden iluminar la historia,
convirtiéndose en amplificadores y pueden
preparar el terreno en el salon de clases de
hoy, para alcanzar una reorganizacién con-
ceptual de las matematicas escolares. Esto
he tratado de sustentarlo en las primeras
secciones del presente trabajo.
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