LA TRASFORMAZIONE DI LAPLACE

Noi ora introdurremo lo studio della Trasformazione di Laplace per arrivare a risolvere delle particolari equazioni differenziali con condizioni iniziali assegnate. 

Il metodo della Trasformata di Laplace consente di trasformare, appunto, la risoluzione di un’equazione differenziale (che parafrasando significa: “difficile” da risolvere in campo reale) in quella di un’equazione algebrica.

Tale metodo si adatta in modo particolare a risolvere problemi di natura tecnica, sia in fisica come in meccanica ed in elettronica e se avrete pazienza si arriverà a presentarvi la risoluzione di un problema di elettronica utilizzando proprio questo metodo.

PREMESSA

Si dice operatore funzionale una qualsiasi legge che permette di associare ad ogni funzione f, appartenente ad un certo insieme di funzioni, una e una sola g. La funzione f si dice funzione origine, la funzione g si dice immagine o trasformata di f.

(L’operatore derivata definito nell’insieme delle funzioni derivabili naturalmente, è un operatore funzionale perché ogni funzione f  ha una sola derivata f’.

L’operatore integrale indefinito (
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) invece, non è un operatore funzionale perché ad ogni funzione f sono associate infinite primitive (dovute al termine c appunto, che può assumere qualsiasi valore)

Introduciamo ora un nuovo operatore funzionale:

DEFINIZIONE

Si dice Trasformata di Laplace o L-trasformata della funzione reale f(x), la funzione F così definita
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 e tale che l’integrale improprio sia convergente. La funzione F(s) si indica anche con il simbolo 
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N.B:

Si dice improprio un integrale della forma 
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Mediante l’operazione indicata come Trasformazione di Laplace una funzione f(x) viene trasformata nella funzione F(s); f(x) è la funzione origine (o anche originale), mentre F(s) è la sua immagine nella trasformazione. 

Le funzioni f per le quali esiste l’integrale di Laplace (1) si dicono L-trasformabili e noi tratteremo solamente funzioni di questo tipo, di conseguenza non dovremo verificare prima di trasformare se la funzione in questione è trasformabile, non verificheremo cioè condizioni di trasformabilità.
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Figura 1

ATTENZIONE

L’integrale improprio (1) viene calcolato fra i due estremi 0 e 
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, quindi questo significa che solo la parte positiva di f(x) influenza il risultato. Questo significa che teoricamente le funzioni della figura sottostante avranno tutte la stessa Trasformata di Laplace perché non viene preso in considerazione il loro comportamento se 
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Figura 2

In realtà nei problemi di natura concreta, in genere non interessa il comportamento delle funzioni nelle situazioni precedenti a quella iniziale, che di solito si fa corrispondere ad 
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. Consideriamo ad esempio un fenomeno che varia in funzione del tempo (cioè al posto della variabile x sull’asse delle ascisse, c’è invece la variabile indipendente t), l’istante in cui cominciamo a studiarlo è per noi il punto di partenza e non ci interessa cosa può essere successo prima, di conseguenza visto che per trovare la funzione trasformata non interessa che cosa accade alla funzione origine prima dello zero, per convenzione si assume che la  f(x) sia nulla per x<0, solo in questo modo l’operazione di trasformazione può essere definita biunivoca. Questo significa che le funzioni che tratteremo noi saranno semplicemente come quella in Figura 3.
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Figura 3

A questo punto avendo tempo (da parte mia) e voglia (da parte vostra) si potrebbero calcolare tutte le Trasformate di Laplace delle principali funzioni applicando semplicemente la definizione (1), ma per questa volta utilizziamo una ottima tabella delle Trasformate di Laplace:
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Come al solito le Trasformate di base sono solamente la (2), (3), (4), (5), (6), mentre le altre ce le possiamo ricavare a partire da queste 5 applicando alcune Proprietà e Teoremi della teoria della Trasformazione di Laplace che ci permetteranno di risolvere la maggior parte delle Trasformate che ci possiamo trovare ad affrontare. Queste proprietà sono particolarmente importanti perché permettono di calcolare le L-trasformate di molte funzioni senza dover applicare ogni volta la definizione, che ricordo consiste nel calcolare l’integrale indefinito della formula (1), che in molti casi è tutt’altro che immediato.

LE PROPRIETA’ DELLA TRASFORMAZIONE DI LAPLACE

PROPRIETA’ DI LINEARITA’

La Trasformazione di Laplace è un operatore lineare, vale a dire che se 
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 sono 2 funzioni L-trasformabili, vale la relazione
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Questo equivale a dire che la L-trasformata della combinazione lineare di due funzioni è la combinazione lineare delle loro trasformate.

Esempi


[image: image37.wmf][

]

[

]

s

s

L

L

5

1

5

1

5

5

=

=

=



[image: image38.wmf][

]

[

]

2

2

3

1

3

3

3

s

s

x

L

x

L

=

=

=



[image: image39.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

s

s

s

s

s

s

L

e

L

x

L

e

x

L

x

x

7

1

4

1

3

1

7

1

1

4

1

1

3

1

7

4

sin

3

7

4

sin

3

2

2

-

-

+

+

=

-

-

+

+

=

-

+

=

-

+


PAGE  
1

_1114414965.unknown

_1114415460.unknown

_1114416621.unknown

_1114416745.unknown

_1114416967.unknown

_1114417424.unknown

_1114417490.unknown

_1114417211.unknown

_1114416774.unknown

_1114416711.unknown

_1114415593.unknown

_1114415613.unknown

_1114415461.unknown

_1114415237.unknown

_1114415373.unknown

_1114415434.unknown

_1114415459.unknown

_1114415424.unknown

_1114415308.unknown

_1114415136.unknown

_1114415137.unknown

_1114415133.unknown

_1114415134.unknown

_1114414976.unknown

_1114412632.unknown

_1114413488.unknown

_1114414744.unknown

_1114414956.unknown

_1114413878

_1114412827.unknown

_1114413356

_1114412774.unknown

_1114411012.unknown

_1114411203.unknown

_1114412441

_1114411148.unknown

_1114410829.unknown

_1114410916.unknown

_1114410469.unknown

