TRANSFORMACIONES GEOMETRICASEN EL PLANO

Llamaremos transformacién geométrica a una operacion u operaciones geomeétricas que
permiten deducir una nueva figura de la primitivamente dada. El transformado se llama
Homadlogo del original.

Tenemos un primera clasificacion inicial de las transformaciones:
- Directa, cuando conservan €l sentido en el plano orientado,
- Inversa, cuando los sentidos del original y homologo son contrarios.

Tenemos otra clasificacion en funcion del aspecto de figura homdloga respecto ala
original:

- Isométricas, cuando conservan las dimensiones y angulos; se denominan también
movimientos, y veremos las simetrias axia y central, latraslacion y € giro.

- Isomorficas, cuando conservan laformade lafiguraorigina (los angulos). Existe
proporcionalidad entre las dimensiones de la figura original y homéloga;
veremos la homotecia.

-Anamorficas, cuando cambialaformade lafiguraoriginal; veremos lainversion.

L os Elementos Caracteristicos son los que definen las correspondencias entre las
figuras origina y homdloga en una transformacion.

Denominaremos Elementos Dobles alos homélogos de si mismos en una
transformacion.

L lamaremos producto de transformaciones a la que se obtiene por la aplicacion
sucesiva de dos 0 mas transformaciones parciaes en un determinado orden.

L as transformaciones son herramientas que se utilizan para resolver gercicios que
originamente por su disposicion eran de resolucion complicada.

1.- TRANSFORMACIONES ISOMETRICAS ---> MOVIMIENTOS

Estas transformaciones se suponen conocidas por los alumnos, aunque se va a hacer un
repaso muy breve de sus caracteristicas principales.

1.1.- Simetria Central.

A!

Como podemos ver en lafigura, para obtener e homdlogo de un punto en Simetria
Central, trazaremos €l segmento gque une dicho punto con € Centro de Simetria(C.S),y a



continuacion lo prolongaremos una longitud igual ala existente entre dicho puntoy € C.S.

El elemento caracteristico de esta transformacion es el Centro de Simetria (C.S).

Tiene como propiedades ser involutivo (la aplicacién sucesiva de dos simetrias con €l
mismo centro de simetria obtiene el elemento original) y ser directo (conservalarelacion de
ordenacion en el plano como puede verse en la figura de gemplo)

L os elementos dobles son: € propio Centro de Simetria, las rectas que pasan por €, y

las circunferencias que tienen como centro el Centro de Simetria (en este Ultimo caso es doble
la entidad, pero no los puntos de la misma).

1.2.- Simetria Axidl.

Como podemos ver en lafigura, para obtener e homdlogo de un punto en la Simetria
Axial, se traza una perpendicular desde dicho punto a eje de simetria (e.s.), y a continuacion
se prolonga la misma distancia que existe desde dicho punto a gje.

El elemento caracteristico de esta transformacion es €l gje de simetria.

Tiene com propiedades ser involutivo, y esinverso (no conservalarelacion de
ordenacion del plano, como puede verse en lafigura de g emplo).

L os elementos dobles son: €l propio gje de simetria, las rectas perpendiculares al gje,

y las circunferencias cuyo centro estan situadas en el g e de simetria (en estos dos Ultimos
casos es doble la entidad, pero no los puntos de que esta compuesta).

1.3.- Traslacion.

Como podemos ver en lafigura, para obtener el homdélogo de un punto en la
Traslacion, situaremos e extremo de un segmento equivalente a vector de traslacion (v.t.)
sobre el punto, y e homdlogo estara situado en el otro extremo.



Su elemento caracteristico es un vector que nos define una direccion, un modulo y un
sentido.

Es una transformacion directa (como puede verse en lafigura de ggemplo) pero no
involutiva. Si existe por el contrario latraslacion reciproca definida por € vector opuesto.

S6lo podemos considerar como el ementos dobles |as rectas cuya direccion sealade
traslacidn, teniendo en cuenta que no son dobles |os puntos de que estan compuestas.

1.4.- Giro.

Como podemos ver en lafigura, para obtener e homdlogo de un punto en € Giro,
trazaremos por € punto un arco con centro en & Centro de Giro (C.G.) que abarque € angulo
de giro indicado.

Sus elementos caracteristicos son € Centro de Giroy e Angulo de Giro. Se considera
positivo el sentido contrario alas agujas del reloj.

Es unatransformacién directa (como puede verse en lafigura de g emplo)
L os elementos dobles serian el Centro de Giro y las circunferencias cuyo centro es el

Centro de Giro ( en este Ultimo caso es doble la entidad, aungue no los puntos de que esta
compuesta).

2.- TRANSFORMACIONES ISOMORFICAS ---> HOMOTECIA

Como podemos ver en lafigura, para obtener e homdlogo de un punto en la
Homotecia, se traza larecta que contiene al punto y al Centro de Homotecia (C.H.), y a



continuacion se lleva sobre dicharecta, y apartir del Centro de Homotecia, la distancia
correspondiente de multiplicar la Razon de Homotecia por lalongitud que hay entre el Centro
de Homoteciay € punto original.

A lavistade gemplo anterior, podemos comprobar que |os elementos caracteristicos
de la Homotecia seran su Centro de Homoteciay la Razon de Homotecia, que cumplira:
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Para aquellos valores de k>0, los elementos homotéticos estaran a un mismo lado del Centro

de Homotecia, mientras que paravalores inferiores a 0 estardn adistinto lado. Si *k*>1 la
figura homdloga serd mayor, mientras que si esinferior a 1 sera de menor tamafio.

Como vimos en la definicion de Transformacion |somorfica, se conservan los angulos,
y las distancias serén proporcionales a k. Es una transformacion directa.

L os elementos dobles serén € Centro de Homoteciay |as rectas que pasen por €,
teniendo en cuenta en este Ultimo caso que no son dobles |os puntos de dichas rectas.

2.1.- Homotecia entre circunferencias.

Para hallar la circunferencia homotética a una dada, determinaremos € homaologo del
centro de la circunferencia, y con centro en € trazaremos una circunferencia de radio kxr. Las
tangentes trazadas desde e Centro de Homotecia son comunes a ambas circunferencias.

Deigua forma, dadas dos circunferencias siempre podemos establecer dos homotecias
en las que una sea homologa de la otra. Una de las homotecias tendra valor positivo, y la otra
valor negativo.

Para determinar |os Centros de Homotecia hay que seguir |os siguientes pasos:

- en primer lugar, como los centros de las circunferencias deben ser homaologos entre si, los
Centros de Homotecia estaran en la recta que une los centros (que por cierto sera una
rectadoble);



- por otro lado, como en la homotecia se conservan los angulos, si por €l centro de cada
circunferencia trazamos segmentos que formen el mismo angulo con la recta que une los
centros éstos deberdn ser homotéticos, y por tanto lo serén también |os puntos de corte
con las circunferencias;

- por ultimo, s unimos estos centros 'y |os prolongamos hasta que corten alarecta que unia
los centros encontraremos |os Centros de Homotecia.

La Razén de Homotecia seralarelacion existente entre los radios de las
circunferencias.

A lavistadelo anterior se cumplir&
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es decir, que los Centros de Homotecia con los centros de | as circunferencias homotéticas
determinan una cuaterna armonica.

2.2.- Producto de Homotecias.
El producto de dos Homotecias, una de Centro de Homotecia CH, y Razén k; y otra de

Centro CH, y Razon k,, es otra Homotecia de Centro CH; alineado con los otros dosy Razon
ks=k;xK,.
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En efecto, tal y como puede verse en lafigura, larecta que une los Centros de
Homotecia 1y 2 es doble tanto en la primera como en la segunda Homotecia, y por lo tanto
tiene que permanecer siéndolo en la Homotecia resultante de ambas, por 1o que el Centro de la
Homotecia resultante estaréd situado en ella.

En cuanto alo referente alas razones, se cumplird que:
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como ya habiamos indicado.



2.3.- Centro de Semejanza Directa.

El producto de una Homotecia por un Movimiento (Transformacion |sométrica) directo
(inverso) es una Semejanza directa (inversa).

Toda semejanza quedara determinada dando dos vectores homdlogos y la clase de
semejanza (directa o inversa).

En e caso de que la Semejanza seainversa la Unica posibilidad es aplicar una
Homoteciay una Simetria Axial, pero en € caso de que sea directa existen dos posibilidades:
- que los vectores homologos sean paralelos, en cuyo caso podemos reducirlo auna solo
Transformacion Geométrica, a una Homotecia, cuyo centro estard situado donde
concurran las rectas de pargjas de puntos homologos,

- que los vectores homdlogos no sean paralelos, caso en el que son necesarias dos
transformaciones, un Giro (hasta poner los vectores paralelos) y una Homotecia (la
figura del gemplo se corresponde con este caso, y en ella hemos realizado primero un
Giroy después una Homotecia parallegar del tridngulo ABC al A'B'C’).

En este Ultimo caso se plantean dos posibilidades, elegir un Centro de Giro, y
posteriormente un Centro de Homotecia, o hallar un Unico Centro que sirvaalas dos
transformaciones, y que denominaremos Centro de Semejanza Directa.

Si observamos lafigura, para que € punto elegido sirvatanto de Centro de Homotecia
como de Giro debe cumplir algunas condiciones:

U U U V]
OAB= OA'B & OBA= OB' A



Para obtener un centro que cumpla estas condiciones la construccion que realizaremos
serdlasiguiente:
- en primer lugar prolongaremos loslados ABy A'B’ hasta que se corten en un punto P;
- a continuacién construiremos las circunferencias que pasen por A A y P,y por B, B' y P;
- por ultimo, €l punto que nos vaa servir como Centro de Semejanza Directa serala
interseccién de ambas circunferencias.
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Podemos comprobar como se cumplen en lafigura las propiedades antes indicadas
considerando que las circunferencias son arcos capaces del segmento CD P.

3.- TRANSFORMACIONES ANAMORFICAS ---> INVERSION

A'
-0

Como podemos ver en lafigura, para obtener e homdlogo de un punto en laInversion,
setrazalarecta que contiene a puntoy a Centro o Polo de Inversién (O), y a continuacion se
lleva sobre dicharecta, y apartir del Polo de Inversion, la distancia correspondiente adividir
la Potencia de Inversién por lalongitud que hay entre el Polo de Inversiony e punto original.

A lavistade gemplo anterior, podemos comprobar que |os elementos caracteristicos
de lalnversion serén su Polo de Inversion y la Potencia de Inversién, que cumplira
k= OA” OA
Para aguellos valores de k>0, |os elementos homotéti cos estaran a un mismo lado del Polo de
Inversién, mientras que para valores inferiores a 0 estaran a distinto lado.

En lainversion se conservan los angul os (es conforme, como comprobaremos mas
adelante) aunque no las formas, y es unatransformacion inversa. Esinvolutiva, es decir, que s
A esel inverso de A paralamismainversion, AloesdeA'.



L os elementos dobles seran |as rectas que pasen por € Polo de Inversion, las
circunferencias cuyo centro sea el Polo de Inversion y su radio valga Z|K|, y por dltimo, como
veremos més adelante, |as circunferencias que contengan a una pareja de puntos homaol ogos.
De todas estas figuras dobles, silo la circunferencia que tiene centro en el Polo de Inversion,
cuando k>0, tiene sus puntos dobles.

3.1.- Transformada de puntos.

A lahorade determinar €l inverso de un punto dado necesitamos elementos suficientes
gue nos definan lainversion. Un eemento fundamental es siempre el Polo de Inversion, y luego
pueden darnos bien la Potencia de Inversion o bien una pareja de puntos homélogos en dicha
inversion.

En & primer caso, tal y como podemos ver en lafigura, van a ser semejantes los
triangulos TOA’ y TOA; esto significa que se cumplir&

OA OT , e ~r2
OT - OA P OA” OA=Q0T k
Por tanto la construccion que realizariamos seria:

- primero determinariamos €l circulo de puntos dobles (c.p.d.) (o en el caso de ser k<O el
circulo doble) trazando una circunferencia de centro en el Polo de Inversion y radio
/*k*;

- en segundo lugar trazaremos desde el punto A una tangente a dicha circunferencia, y luego
desde ese punto de tangencia (T) una perpendicular a segmento que une A con €l Polo
de Inversion;

- en caso de ser k>0 el punto hallado serd A, si k<0 € punto A" se hallaraaigual distancia
pero al otro lado de O.

Pararesolver e segundo caso deberemos recordar [0 que vimos de rectas antiparalelas
y su aplicacién en el caso de potencia de un punto respecto a circunferencias. Alli vimos,
recordando lo que tenemos en nuestra figura, que, cuando trazabamos dos secantes a una



circunferencia desde un mismo punto, el valor de la potencia no variaba. Esto significaba que:
PA” PB= PC" PD

Aplicado a nuestro caso tendremos que si se cumple que:
OA” OA=0OB" OB'= k
significardque lospuntos A, A’, B y B’ estan contenidos en una circunferencia. Por o tanto,
dados una pareja de puntos homdlogos en unainversion y otro punto del que queremos
encontrar € inverso, nos bastara con trazar una circunferencia que contenga a los tres puntos y
unarecta que una el punto problemacon el Polo de Inversion. Donde corte dicharectaala
circunferenciatendremos el inverso del punto dado.

Esta forma de determinar puntos homdélogos en lainversion nos lleva a dos
conclusiones que son muy interesantes:

- toda circunferencia que pasa por una pareja de puntos homologos es doble, |a potencia del
Polo de Inversion respecto aella es la Potencia de Inversion, y por tanto, en el caso de
k>0, estas circunferencias son ortogonales a la circunferencia de puntos dobles;

- las rectas que unen puntos y sus homdlogos son antiparal el as respecto alas que unen cada
pareja con € Polo de Inversion (siemprey cuando no sean puntos alineados).

3.2.- Transformadas de una recta.

Tendremos dos casos, que larecta pase por €l Polo de Inversion o que no pase. En el
primer caso la solucion esinmediata, ya que hemos dicho que esas rectas eran dobles. Vamos



aestudiar 1o que ocurre en el segundo caso.

F

Tracemos desde el Polo de Inversion una perpendicular a dicharectay hallemos el
inverso del punto encontrado (M y M’). Elijamos ahora otro punto cualquierade larecta, N, y
determinemos su homdlogo en lainversion, N'. Si observamos lafigura, por lo dicho
anteriormente las rectas que pasen por las dos parejas de puntos determinaran rectas
antiparalelas, es decir, que el dngulo en N' ha de ser siempre de 90°. Esto significa que para
cualquier punto de larecta, el homdlogo debe estar contenido en €l arco capaz de 90° para el
segmento OM’; en definitiva, e homdlogo de cualquier punto debe estar contenido en una
circunferencia cuyo diametro es OM’ .

Como conclusion podemos afirmar que lafigurainversa de unarecta que no pase por
el Polo de Inversion es una circunferencia que si pasa (el Polo de inversion seria el homélogo
del punto impropio de larecta).

Hemos supuesto que larecta es exterior para que e dibujo quede mas claro, pero €l
razonamiento es idéntico en € caso de que sea secante, con lafacilidad de que la
circunferenciatiene que pasar por los puntos de corte de larecta con la circunferencia de
puntos dobles.

Todo este razonamiento |o hemos realizado parak>0. Si k<0, lacircunferencia
homéloga de dicha recta nos quedariaa otro lado del Polo de Inversion.

A lavistadelo anterior, para determinar lafigurainversa de unarecta que no pasa por
el Polo de Inversion seguiremos | os siguientes pasos:
- trazaremos una perpendicul ar a dicha recta desde el Polo de inversion,
- determinaremos el homdlogo del pié de dicha perpendicular,
- lafigura homdloga sera la circunferencia de didmetro definido por el Polo de Inversiony el
punto inverso determinado.

3.3.- Transformadas de una circunferencia.

Al igua que en el caso anterior agui podemos plantearnos dos posibilidades. que la



circunferencia pase por €l Polo de Inversion, y que no pase por dicho Polo.

El primer caso, a ser lainversién unatransformacion involutiva, sabemos que lafigura
inversa correspondera con una circunferencia que no contenga el Polo de Inversion. Para
determinar dicha recta seguiremos |os pasos siguientes.

- primero trazaremos desde el Polo de Inversion unarecta que pase por € centro dela
circunferenciay la prolongaremos hasta el contorno de €ella, determinando asi un
didmetro,

- acontinuacion hallaremos el inverso del extremo de ese diamentro,

- por ultimo, la recta homologa seré la perpendicular que tracemos, por € punto homologo
hallado, alarecta que une €l Polo de Inversién y dicho punto.

A lavistadeestoy delo indicado en el apartado anterior podemos decir que dadas
unarectay una circunferencia siempre podemos determinar unainversion que nos relacionen
dichos elementos entre si (puede plantearse un ggemplo parak>0y decirles que ellos se
planteen el caso en que k<0).

Déel segundo caso hemos de comentar un caso particular, que serian aquellas
circunferencias que contienen a una pargja de puntos homaologos. Como ya hemos indicado
anteriormente estas circunferencias serian dobles, y por tanto no necesitamos realizar ninguna
operacion para determinar su figurainversa.

El caso mas general seria aquel en e que una circunferencia que no pase por € Polo de
Inversién se transforme en otra que tampoco contenga a Polo de Inversién

En este caso, tal y como puede verse en la figura, deberd cumplirse que:
OM™ OM'=ON" ON'= k
s dividimos este valor entre la potencia del Polo de inversion respecto a ¢ nos quedara:
OM”  OM' ON" ON'_ Kk
OM"  ON OM’  ON Pot.,,
OM' ON'_ Kk
ON OM Pot,,.

Es decir, que las circunferencias que se corresponden en unainversion definida por el
Polo de Inversién Oy la Potencia de Inversion k, se corresponden también en una homotecia
(fijarse en que los puntos M’ y N’ serian los homotéticos de Ny M respectivamente) con
Centro de Homotecia €l punto O y Razén de Homotecia k/Pot .



Con respecto a como determinar la circunferenciainversa de una dada, basicamente
podemos obtenerla aplicando varios métodos:

- eegir tres puntos cualesquieray encontrar |os homdlogos, que nos definen una Unica
circunferencia;

- elegir un primer punto, hallar su inverso, y posteriormente aplicar homotecia para hallar
donde estaria situado €l centro de la nueva circunferencia;

- puede ser més corto trazar € didmetro de dicha circunferencia cuya prolongacién pasa por
el Polo de Inversion, y determinar os homdlogos de |os extremos de dicho didmetro,
estos definiran un diametro de la circunferenciainversa.

Si esimportante que recordemos que € inverso del centro de la circunferencia origina
NO es €l centro de lacircunferenciainversa
3.4.- Lainversion conserva los angulos (es conforme).

Para comprobar que eso es asi, vamos a partir de la construccién vista en el apartado
anterior.

Como puede verse, a ser cy ¢’ homotéticas como seindicd previamente, los angulos
entrelarectarycenM y entrer’ y ¢’ en N' son iguales. Por Ultimo, los angulos de las
tangentes a una circunferencia con la cuerda que delimitan son sempre iguales.

Como consecuencia de lo anterior, € dngulo que formar concen Ny € que formar’
conc’ en N' son iguales, como queriamos comprobar. Si que es de destacar que puede
comprobarse que dichos angulos van en sentido contrario, como corresponde a una
transformacién que ya indicamos entre sus propiedades que erainversa, y que por tanto
modificaba el orden en el plano.



