LA SCUOLA PITAGORICA E LA SCOPERTA DELL’INFINITO
Quasi ai confini con l’attuale Turchia, a nord delle mitiche Kos, Patos, ad est di Ikaria, a sud di Chios sta l’isola di Samo.

Un’isola vasta il doppio di quella d’Elba, su cui visse il giovane Pitagora 580-504 (a.C) per poi intraprendere i viaggi in Oriente che lo resero famoso.

La leggenda circonda di un alone misterioso la figura di Pitagora; non avendo nessuna sua testimonianza scritta diretta, non si può che far ricorso alla leggenda per avere notizie: si usa dire che la favola comporta sempre una qualche base di verità.

M qui il nostro tema è specifico e non desideriamo allontanarcene.

Pitagora apprese molto dal suo lungo peregrinare in  Oriente; la sua fama di mistico, mago, profondo conoscitore delle cose della natura lo portarono sulle coste ioniche della Magna Grecia a Crotone. In breve gli si formò attorno una scuola sulla quale si hanno molte notizie riportate da filosofi successivi.
Di certo la scuola nacque come sodalizio politico e religioso, ma vi si discutevano pure tutte le diverse visioni della conoscenza e dunque le scienze naturali, la filosofia, la musica,….

Accedere al gruppo dei seguaci stretti di Pitagora era onore riservato a pochi. Non solo; ma ogni idea che emergeva dal gruppo era proposta come un’idea nata dalla stessa mente di Pitagora, il che dava rilievo al maestro, ma anche importanza all’idea.

Il fatto curioso è che certamente ancora ai tempi di Archita di Taranto, si proseguiva a dar merito a Pitagora in persona delle scoperte del gruppo
Abbiamo una descrizione del pensiero pitagorico fatta daun autore illustre, Aristotele; il che ci permette di esimerci dal tentativo di parlare della concezione filosofica di Pitagora, riportando per intero due passi di Aristotele:
“…I cosiddetti Pitagorici, avendo cominciato ad occuparsi di ricerche matematiche ed essendo grandemente  progrediti in esse, furono condotti da questi loro studi ad assumere come principi di tutte le cose esistenti quelli di cui fanno uso le scienze matematiche. E poiché i primi che qui si incontrano sono, per natura, i numeri, sembrò loro di ravvisare in questi molte più analogie con ciò che esiste e vviene nel mondo, di quante se ne possano trovare nel fuoco, nella terra, nell’acqua…

Avendo poi riconosciuto che le proprietà e le relazioni delle armonie musicali corrispondono a rapporti numeric, e che in altri fenomeni naturali si riscontrano analoghe corrispondenze coi numeri, furono tanto più indotti ad ammettere che i numeri siano gli element di tutte le cose esistenti e che tutto il cielo sia proporzione ed armonia…”(Metafisica)
Certo, se il numero è inteso nel suo significato moderno, assolutamente astratto, non pare abbia molto senso che i numeri (astratti) siano il fondamento di tutte le cose (concrete).

Ma è ancora Aristotele che ci aiuta a capire:

“….I Pitagorici compongono tutto il cielo con i numeri, però non di numeri in senso puramente aritmetico si tratta, ma essi assumono le monadi come aventi grandezza…”(De Coelo)
I numeri sono quindi aggregati di monadi le quali a loro volta sono veri e propri corpuscoli unitari, dotati di grandezza, ma talmente piccoli da risultare non ulteriormente divisibili e, comunque, non nulli. Dunque ogni corpo è composto di monadi ma non disposte a caso, bensì secondo un ordine geometrico –aritmetico prestabilito.

Grande suggestione deve aver creato la scoperta che si potessero esprimere con formule relativamente elementari le diverse disposizioni delle monadi in una configurazione.
Ora, però, se si ammettono contemporaneamente sia il teorema di Pitagora, sia la visione modica Pitagorica si è fatalmente indotti ad un assurdo!

Infatti, consideriamo un quadrato di lato m e diagonale n.

Conformemente all’ipotesi pitagorica, supponiamo che il suo lato contenga un numero naturale m di monadi, mentre la sua diagonale contenga un numero naturale n di monadi.

Ora, possiamo adottare il massimo comune divisore tra m ed n come unità di misura, per cui lato e diagonale misureranno rispettivamente p volte e q volte tali unità di misura.
Se m ed n sono numeri primi tra loro, allora tale unità di misura vale 1 e si ha p = m e q = n. In ogni caso, p e q sono numeri primi tra loro, cioè sono privi di divisori comuni, a parte l’unità.

Applicando il teorema di Pitagora :
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Il numero di sinistra è pari (dato che ha 2 a fattore); valendo l’uguaglianza, è pari anche quello a destra 
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; ma l’unico modo affinché un quadrato sia pari è che il numero che l’ha originato, q, sia pari. Dunque q è pari. Lo possiamo allora scrivere così: q= 2t. Sostituiamo:
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Dividiamo ambo i membri per 2:
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Il membro di destra è pari avendo 2 come fattore; per l’uguaglianza, sarà pari anche il membro di sinistra 
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; il che comporta che p sia pari. Ma avevamo già dimostrato che q stesso era pari e quindi ci troviamo in questa situazione:

1. p e q sono primi tra loro

2. p e q sono entrambi pari

Questa è una contraddizione, la cui genesi sta nell’aver supposto che, valendo l’ipotesi monadica pitagorica, ogni segmento si potesse esprimere come numero naturale di monadi.
In realtà, dunque, non tutte le coppie di segmenti sono commensurabili.

Vediamo una suggestiva  conseguenza deducibile dalla precedente conclusione.

Su una semiretta geometrica riportiamo la semiretta dei numeri razionali assoluti che chiamiamo Qa

Costruiamo un quadrato di lato unitario sulla semiretta e tracciamone la diagonale

Puntiamo un compasso in 0 con apertura uguale alla diagonale; tracciamo l’arco fino ad incontrare la semiretta di partenza

Da un punto di vista geometrico il punto è individuato da quell’intersezione; ma si può facilmente dimostrare che non c’è sulla semiretta razionale quel valore numerico che dovrebbe esprimere la lunghezza d in funzione del lato unitario l; assunto come unità di misura.

Perché quel numero esistesse occorrerebbe che 
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 appartenesse a Qa, ma non è così.Non c’è alcun numero razionale 
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, con u, v naturali tale che 
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Dunque c’è differenza tra semiretta geometrica e semiretta razionale. Sembrano esserci più punti sulla prima  che non numeri sulla seconda. Eppure la semiretta razionale è ben fitta!

Per capire quanto la semiretta razionale sia fitta si considerino due numeri razionali assoluti 
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). Si noti che il valore:
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 è ancora un numero razionale assoluto che sta tra quei due.

Dunque Qa   è denso. Ma non solo: avendo inserito un numero tra due dati, possiamo ora ripetere l’operazione di nuovo e poi ancora di nuovo senza fine, cioè infinite volte.

Ecco che compare l’INFINITO: tra due numeri razionali assoluti, per quanto vicini, esistono infiniti altri numeri razionali assoluti.
Abbiamo quindi infittito la semiretta razionale moltissimo, infinite volte; eppure non abbiamo ricoperto con i numeri razionali tutti i punti geometrici, tant’è vero che un punto geometrico ben individuato (è l’intersezione tra una data semiretta ed un dato arco) non ha corrispondente numero in Qa

 E’ sempre più evidente che c’è differenza tra l’infinità del denso  descritta in Qa e l’infinità geometrica dei punti di una retta.

Tutte queste considerazioni matematiche sono state originate da considerazioni sulla posizione filosofica dei Pitagorici, secondo la quale tutto è esprimibile con un numero finito di monadi: ma è evidente che questa posizione non è accettabile!

Tale conclusione riveste un interesse eccezionale: l’esistenza di coppie di grandezze incommensurabili non è e non può essere legata a fatti concreti, di natura sensibili. Si tratta di u  problema squisitamente sensibile. Forse è il primo avvio verso la concezione della matematica come appartenente al mondo delle idee che dominerà poi la filosofia greca.

Questa scoperta mise a soqquadro la concezione secondo la quale l’aritmetica (come scienza dei numeri) era più importante della geometria (come scienza delle figure).
In realtà, l’aritmetica dei numeri razionali non riusciva a render ragione di una situazione (la continuità)che in geometria sembrava assai semplice.
� EMBED Equation.3  ���
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