Introduzione ai filtri
Filtri di Butterworth
Filtri di Chebishev
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Introduzione ai fitri
| filtri sono dispositivi che elaborano segnali analogici: al variare della
frequenza, cambia il modo con cui il segnale riesce a passare attraversol
fitro Pur esistendo anche filtri specificati in fase, noi studierema i filti
specificati in ampiezza; distinguiarmao 4 tipi di filtri :
- FESsELEsss
- FE555-30

- Fossshanas

- Elmra-anga
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Filtri passa-banda (Band-pass)
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Fiftri di Butterworth

Introduzione
Passa-basso normalizzati

Nermalizzazione
Filtri passa-alto
Filtri passa-banda
Progetto di filtri
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Introduzione

| filtri di Butterworth sono il pid semplice esempio difiltri che si trovano, e
sono caratterizzati da una risposta in ampiezza monotona.

Per descrivere il progetto di questi filtri, si parte con il progetto del filtro
passa-basso normalizzato di ordine W, per poi estendere il discorso anche
agli altri tipi di filtri.

Per i filtri di Butterworth si parla si approssimazione massimarnente piatta
perche essi approssimana il filtro ideale con una funzione monotona in
altezza, 'approssimazione risulta essere sempre migliore allaumentare
dell'ordine N.
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Filtri passa-basso normalizzati di ordine N

| filtri di Butterworth sono caratterizzati da una risposta in ampiezza cosi
descritta:

|321(i‘\5'="]|i m

1/2

Si parla cosi di approssimazione massimamente piatta.
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Cluindi,
d™ S5 (jw)
S0 =0 per 1< K < 2N-1
d et
w=10
Dirnostrazione
Maotiamo che
- _ 1 _ 1
S]] T o (] + @12 w=wM

Ed espandiamo con Tavlor guanto oftenuto; ofteniamo:

. M3 N
S (0_]):']_0‘J_+_0"] S
[S o) > "

Siricorda che l'espansione
secondo Taylor di

T N{N+T) 2
(HX)N—W o+ o X
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Da quanto oftenuto. se calcoliamo le derivate di Sy (o) inw =0
d* |S e )|

K.
do w=0

Le derivate (facendo riferirnento allo sviluppo in serie) sono nulle fino
all'ordine 2N: salo allora questo termine diventera una costante, che non si

annullera per @ =10,

Cx.0O.
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Ricordando |a s#ses: af Saiiigiced . possiamo sintetizzare un filtro di
Butterworth ponendo:

Al m2)=1
Bime)=1+ [ @ N quindi  B(-s2)=1+ (-g2)N
C(-52)=(-g2M

Quindi: prolungando analiticamente s,,(S) € S¢4(S)

.M
(_5 :I essendo

Syql5) S5 = —————
nfs) Sy s) 1+ (g2 bu@) =1-5()5(-9))

Le radici di 1 +{-52)N varieranno a seconda che si abbia #8324 o
A aign | una volta frovate queste, posso estrarre tutte le radici con parte
reale <0 ricostruisco in questo modo Eis)
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M pari

Bi-s2N=1+gN: Le radici sono tutti punti equispaziati sulla

circonferenza unitaria.

Quindi, le radici sono S =e Jn

Con semplic passagd®si ottengono allora le radici

T (2k+1)
2N

Foniamo ora per assurdo che esistano un N dispari ed un K tali che sia
possibile ottenere una radice immaginaria, e mostriamo che cid non & vero

B,= K=01.2 2N-1

mi2k+1) L R
Sl s e L =2 MN=({7k+] = N dispar
o - ( J p
Assurdo
@ (oK Tm
eJNenzz eJ(EK 1)
> 2N@, = 7. (2k+1)
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M dispari

Bi-gZN=1-gN
Owvero, bisogna avere 52“ =1
Con semplici paasagg Oei offengono le radici:

8,= kN“ K=012.. 2N

Foniamo ora per assurdo che esistano un N dispari ed un K tali che sia
possibile ottenere una radice immaginaria. e mostriamo che cid non & vero

oSt =2 % N=2k * Npa

Assurdo

@ i
7 jene 2K
LU

5 2N@,= 2kn
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Esempio di sintesi

Fer esempio, sintetizziamo un filtro di Butterworth di ording N =3

|521U‘C‘='J‘f!|i 1+]T

Quindi, C{ -s%) = [ -59)¥= -5k B(-52)=1-5b
Le radici, saranno & ]”3& K=012345 (poli)

iK
Le radici con parte reale < 0, 50n0 . & J”;’?’ K=234

Crevaro

o)
2

_ 1.
51=-1 52375 7
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In seguito alle radici trovate. calcoliamo ora quanto vale Sy, (s)

S.(s) X
5 ) =2
11 1 ..B 1 .5
s+l )(s+—4v— —=
( I 2123(5+212)
3 3
811(5):t S'| 2 3 - 32 32 1
1 12 35 534252405 +
(s+ )[(s+21+ 41
252405 + 1
Hp. (R,=1) o3 253+2 52425 + 1
1
Z _ 135y 53+25%+25+1
1° = 7 =
1i811 14 5
5342 52405 +1 2534252425 + 1
252425 + 1
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Da notare che il filtro & un passa-basso, quindi ha zer di trasmissione
allinfinito (|| grocedinenio o sivesy 3a0en3 wsie potrebbe non
funzionare per filtri non di Butterworth). Applichiamo allora 1a sintesi di
Latigr s per sintefizzare £,

sL
252425+ 1) 2834252425 +1 ) 8~ |
~053-pgé- g c
W s+1)2524284+1 )05 2
-0 g2-0g
§ 4 1)s+1)s—5L3
s
Ry
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Dalla quale sintesi otteniamo il sequente circuito :
1H 1H
&
Y _|_2F 10

Naturalmente, £, si puod sintetizzare con una refe duale a questa
Z2H
4, +1F +1F§ 102
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Valori tabulati per filtri di Butterworth

Dal momento che:;

Sgy=t
Enls)

Quello che ¢ serve sapere per il progetto diunfiltro & Ey, (5] oppure i valori
deqli elernenti circuitali,

Scrivendo Ey (s)=ap+ 3,5+ 3,52+ ... + &, sM
N ap aq ds dj dy dg
1 1 1 0 0 0 0
2 1 ¥z 1 n 0 0
3 1 2 2 1 0 0
4 1 2613 34142 2613 1 0
5 1 3.2361 52361 52361 3.2361 1
| filtri di Butterworth servono anche cgmrgp%'g\lsvle per i filtri digitali 19
Yediamo ora i valori dele capacita e delle induttanze, con Ry =1
N C'I L2 Cg I(‘:4 | I(_:5
L G, La 4 5
1 2 1 0 0 0
2 ' Yz 0 0 0
3 1 2 1 0 0
4 0.7654 1.8478 1.8478 0.7654 n
b 0.E15 1.618 2 1618 0615
Filtri passivi 20
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Normalizzazione

La trattazione che si & vista fino a questo momento per i filtri & stata fatta
assumendo Ry =1 ed oy = 1:sidice che guesti fittrl sono normalizzati, e
corme gia detti ci si pud riferire ai wei? b=y per questi una volta per
tutte per il progetto di un qualungue filtro passa-basso (e non sola) di
Butterworth: vediarmo come:

Mormalizzazione rispetto a R

Filtri passivi 21

Le formule di trasformazione dei valor dei cornponenti da ufilizzare, quindi,
risultanc essere:

R == R"anflRu
sL == sL/Ro== " =LIR,
C==C" =CR,

Se quindi il doppio bipolo che voglio funzioni da filtro di Butterworth &
chiuso su una resistenza diversa da 1 ohm, applico l& seqguenti:

R=RyR",
L=RgL",
C=C" /Ry,

Filtri passivi 22
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Normalizzazione rispetto a

Z=5L == Z=jm|_ == Z:jrﬂnrﬂDL == Lln:mﬂl—
Z=1]sC => Z=1}j®C => Z=1}jm _m;C => C' =@,C

Se quindi, come accade usualments, si desidera una frequenza di taglio
diversa da 1. devo applicare le;

L=L'Jay

C=C' o,

Filtri passivi 23

Naturalmente, anche il polinomic descrittivo del filtro & dato dalle [#26&#8 in
forma normalizzata. Sipud allora operare |a trasformazione:

S
5n= o
Eylsi=ag+a,s5+azs2+ ... +ay, sM
@y wy
sy(s)==%
E\(s)

Dal filtro passa-basso normalizzato, di cui si sono viste le tabelle,
passiamo ora agli altri filtri, tramite delle trasformazioni in @

Filtri passivi 24
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Trasformazione da passa-alto a passa-basso normalizzato
5,205 == j® =opf|m == M, =~y m

Yediamo ora un'interpretazione grafica di cio' in termini di frasformazione
del piano z

®, IO)
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Yediamo ora come si frasformano di consequenza gli elementi circuitali:

Induttori
Z =s, L =(my/s) L, L’induttanza diventa una capacita

Condensator

Z.=11s,C,=1/[lmy/s) [ Lacapacita diventa una induttanza

N.B.

Motiamo che, coerenternente con quanto sappiamo, la sintesi di Cauer |
diventa Cauer I1.

—|— Diventa § “ g

Filtri passivi 26
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Fer quanto riguarda il polinomio descrittivo, poi:

En(si=ap+amp+az of + ... +ay o)
5 57 sN

che quindi da polinomio diventa funzione razionale.

5& diventa
= n

Sn= - >
37 +aymgstt
N.B. I filtri passa-basso avevano zeri di trasmissione all’infinito.
Ora gli zeri sono nell’origine.
27

Filtri passivi

W= ¥y (:)2

Filtri passivi

Trasformazione da passa-banda a passa-basso normalizzato
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Yediamo ora un'interpretazione grafica di cio' in termini di tfrasformazione
del piano z:

@

Filtri passivi 29

Yediamo ora come si trasformano | componenti circuitali.

Induttari
()] 5 ey sL 1
ok, — 0 ( + L )Ln = L
B mg 5 c BE
®y Ly
L, B
Ln B wd L
Condensatari
) 5 0] 5C 1
Y= 5,0, — 0 ( + D)C =0 4
E mu = L B c B
wiC,
Filtri passivi 30
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[n termini circuitali

Ch — 5 &
T {duzcn B

La funzione ditrasferimento del passa-+asso normalizzato.era;
Hy(s,)=1/Py(5,)
meritre per il filtro passa-banda diventa:

E,ls)=a,+3, s+00|32 +32 S5 L +
WIS (2 B0y rR ok
+a_N 5+mD2N
()
Filtri passivi 31
Hy (5) - :
N Bg+ay 5+ OF \+ay 5+ 03 2+
TGP R To )

Fer quanto riguarda il circuito:

T % Diventa

Filtri passivi 32
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Trasformazione da elimina-banda a passa-basso normalizzato

B

n
= 3]
(o)
(:t)n g

YWediamo ora come sitrasfarmano | componenti circuital

Imduttori
2
BL, 1 5 ©y
Snl—n —+ 2 = Z —F e = +
ok Z BL, sBL,
S+
5
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Yediamo circuitalmente:

BlLn
-5::!02
Lr
o nonn, _b,
1
BLp
Condensatorn
1
Ch
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Fer quanto riguarda il circuito:

—|— Diventa
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Progetto di un filtro di Butterworth

In fase di progetto vengono fornite come specifiche

L’ ATTENUAZIONE

* | LIMITI ESTREMI della banda passante e di quella oscura.
A partire dalle specifiche occorre determinare

«il grado del filtro N (il numero dei componenti)

*la frequenza di taglio f,

presenti nelle formule di trasformazione.

Filtri passivi 36
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Indicando con:
N ordine del filtro

@, pulsazione di taglio

B=o,-0, banda di transizione

L'attenuazione & definita come:

a=-20Log, (IS, ()) = -20Log, (IS, (®)]) con w=2mf
E'inoltre [#af che:

|S,,|<1 => Log,llS,|]l<0

e quindi. in particolare:

>

o 0 Filtri passivi 37
se |§,|z1=> @=0 piccola attenuazione

se |5, |20 => @ grande attenuazione

Mei filtri di Butterworth si ha che:

n

2 1 1 f i)}

8. |= = essendo @ =[—]=[—]

|21| 1+ @ 1+[.']2N ", o,
fa

e quindi & possibile esprimere ¢ nella forma:
f=f, =>a=3dB

_ 2, i
o=-10L0g,,(|S,,| ) = 10Log,, 1+ [ﬂ] J rispetto al massimo

Fassiarno ora ad esaminare in dettaglio i it ggsss L3556 | 83553 340 ¢
LES5R B3R

Filtri passivi 38
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Filtri passa-basso

banda
Is,.|” di
s | transizione
_%p 1
10 10
per f<f,
[+ 3
1018 SCIR - A

Se |8,]2 passa per le zone ombreqgiate allora le specifiche sono state
rispettate

Filtri passivi 39

| valori riportati in ordinate si ricavano dall’espressione di o
a<a, = -20logls, (jo)|<a,

s, Ga) 210"

aza, = -20logls, (jw) 2 e,

5., o) <107

Si definisce inoltre la selettivita del filtro

k=£<1
/,

Filtri passivi 40
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Quanto pid k & prossimo ad 1 tanto pid la banda di transizione & stretta,

ovverao il filtro & 'selettivo’.
Infine si definisce la discriminazione:

Motare che, dato l'ordine di grandezza dei numeri in gioco, nei calcoli Si
possono fare le sequenti approssimazioni:

1090 -1 = UD.ESO&D

Us
10720

—r
=]
-
3|
'
—
IH

Filtri passivi 41

Nei filtri di Butterworth la caratteristica & monotona. cioe del tipo:

e quindi, se 2 1S, 1% passa per i punti
[+ 3 L,
L, 0% & fi,, 105
le specifiche sono sicuramente rispettate.

Allora per il progetto prafico si parte dalle seguenti condizioni:

Filtri passivi 42

21



e=o, per f=f
=0 per f=

allora:
£ om
ap=10Log 1 +[—p]
P
os=10Log [1 +[—s] ]
da cui. dividendo per 10 ed elevando alla 10 si offiene:
[E]m 107 - 1
f,

{
[—5]2" 107 - 1
fa

=|m

Filtri passivi

43

e dividendo rnembro a rmembro ed estraendo |a radice quadrata:

In cui e’ tutto noto tranne N

il che equivale, con le definizioni date, a:
K'= K,

da cuiricavo l'ordineg del filtro N
N LO9LKi]

Log[ K]
k poiche M devessere intero

Ingenerale vale il >, sidice allora che il filtro & soEgusciosio .

Filtri passivi

44
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Sovraspecificazione di un filtro

2
18l
T | e _ Caratteristica
10" 70 Mvm.; Isegne = by ripida
Vale il zegno =
8 [ T [ S hreeeeee? -

f, 1 f
Solitamente. dovendo sovraspecificare, siimpone:

a=a, per f=1,

Di conseguenza la sovraspecifica rimane in banda oscura, che & poi cio
che interessa.

La f, che verifica questa condizione &:

Filtri passivi 45

["]m 1070 - 1 { b
| = - => My =
Viow - 1

Analogamente si pud sovraspecificare in banda passante, intal caso la
vale:

f

5

f-:-_ N o,

1090 -1

Sinoti che tutte le f comprese tra f, ed ', vanno bene. tuttavia
solitaments si sovraspecifica in una banda sola.

Filtri passivi 46
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Esempio
Progettare un filtro passa-basso che realizzi le seguenti specifiche:
o =1 dB f.=1 KHz
2,=b0dB f.=10KHz
sovraspecificare in banda passante

T

fs
K222 52907
102
Log K,
Logk

M oz =252 —= =3

o= 10KHZ o1 4paKHz = 01)_0;1.03-10"‘

Y10%-

—

Filtri passivi 47

Allora. dal filtro normalizzato di ordine 3. si passa al circuito effettivo:

1H 1H 1 Oalf_,i.H i OS#H
TEF ] —|—21 EJ'J:.F

C c=S-C oieur
" —> w, 271,
L, L L
L="2="r =108uH
a, 27#0
Filtri passivi 48
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Filtri passa-alto
Il discorso é duale 2 p3552 H355a

Specifiche

agay, per fzf,

o= Oy per fi;fs

{ *f

Filtri passivi 49

La caratteristica I821 12 ({ monotona crescente ) &

g l'attenuazions o &
i 2"']
1+ [i ]

Allora, sempre in analogia col caso del passa-basso, siimpongono le
specifiche e siricavano l'ordine del fittro e |a frequenza f,:
a=a, perf=f

o= 1I:|Lc:g10

a=a, perf=f Filtri passivi 50
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e |
«p,=10Log [1 + [:—“] ]
P
a;=10Log [1 + [:—"]m]
5
dividendo per 10 ed elevando alla 10
fo P2
%)

[E]m 1070 - 1
fs

|

104

-1

il che, dividendo membro a membro ed estraendo la radice quadrata da:

b\ f10% - 1
[f_] = Tp
s 1070 - 1

Filtri passivi 51

il che, dalle prime formule viste, si pud esprimere con:

Log[ K,]

N I
K=K, e quindi N;m

sempre con N intero,
Perlaf, sipud sovraspecificare in banda passante efo in banda oscura

attenendo rispettivaments:

. | g

=fViow. 1

. . 0}
fo=f V10w 1

ed ancora ogni f compresa frafo ed ', va bene.

Filtri passivi 52
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In alternativa si trasformano le specifiche dal passa-alto al passa-basso,
ponendo 1

f=—c¢c 0'= 1
- f w
Le specifiche del passa-basso sqno 1
o <o, per szp —)f'Sf—:fp

p

s

o 2o, per fisfs %f‘gi:f’

s

Si calcolano N e f; per il passa-basso imponehdo
a=a, perf=f
a=a, perf=f,

Si realizza la rete e si effettuano le trasformazioni per tornare al passa-alto
w, 27, 2&

n

s s fys

L —-C= ! = !
27‘7;)L/1 a)OL/r

1 1

C,—>L= Z%Cn = 0.C Filtri passivi 53

0~"n

Esempio

Progettare un filtro passa-alto che soddisfi le seguenti specifiche
a<1dB perf>10kHz

{0{ >50dB perf < 1kHz

Le specifiche del passa-basso corrispondente
a<1dB perf<10*Hz
0 >50dB perf >10"Hz
' -4
k:L”,:L: 10 -=0.1
fof, 10

107" -1 40.23 3
ki=y—>—=-—"=152-10
10 -1~ 10

N> log K, _ log(1.52-107)
logk 1

=282=>N=3

Filtri passivi 54
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Sovraspecificando in banda passante, si impone

a=a, per f=f

da cui

RN
50= 1010g{1+(£—5j } —f,=1.468-10"Hz

0

f, :%:6.813-10'3Hz; o, =4.28-10"*

0

1 1 104/4.28  10-4/4.28
—_—2
10-4/8.56
Passa-basso normalizzato Passa-alto

Filtri passivi
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Filtri passa-banda

Il discorso per il filtro passa-banda & pid complicato, come siinfuisce gia

dalla caratteristica che non & pid rmonotona;

/banda passante

banda di transizione

I

band
Specifiche anda oscura

egop per fysf<ty
g per f=ly ; f=2is

Filtri passivi

56
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Il passaggio dal passa-basso normalizzato al passa-banda avviene
mediante le formule:

it &
nSEIT,
B =1, -1,

Filtri passivi 57

dove le @, f . T, sonolegate dal vincolo:
2
fato =fhite =1,

infatti, dalla forrmula precedente, siha che:

1 2
Pns= F[fsz i f_:2
2

.= %[‘ fs1+ :—;

ed eguagliando le due espressioni:
2 2

52 f51

feo-

Il calcolo & del tutto analogo perle f .

Filtri passivi 58
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Poiche dev'essere rispettato il vincolo appena visto, se le specifiche date

non lo soddisfano, si pud, anche in questo caso, sovraspecificare, agendo
in 4 diversi modi:

Aumentare fe

Diminuire fo1
Diminuire feo
Aumentare fp
dove le ' sono le specifiche date. |In particolare:

Se 6 > Lyl

1
fo1= S;.Sz Soviaspecifiico in banda passante
p2
1oz L
fsi =ﬂ Sovraspecifico in - banda oscura

Filtri passivi 59

Se ffpe < fufe

A
fo =% Sovraspecificoin  banda passante
pl
fo1fp2 L
fso= T sovraspecifico in banda oscura

Per guanto riguarda la sintesi. l'espressione della discriminazione resta
invariata:

mentre |3 seletlivita. che nel passa-basso normalizzato era

_ Wy
K= B

Filtri passivi 60




con la trasformazione
it f
o =2|--=
" B'lf, i]
diventa:

f_-:[i_f_u]
k=mnp= B' f,:. | =fp2'p1
@s i_.,[l_f_.,] oz - foq
BT, 1

Note quindi k e Ky si calcola l'ordine N (intero | del filtro:

Log[K,]

N> Tog K]

Filtri passivi
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Calcolo di B
Feril calcolo di B' siragiona sul passa-basso normalizzato.

2
18]

...........................

Bnp 1 Bns ®n
Sovraspecificando in banda oscura come maostrato siha:
o =0, per = t’nnp

o, =10Log [1 +mr;"'p]

da cui;

Ee [+ 3
®,p= Y107 - 1

Filtri passivi
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Sovraspecificando invece in banda passante siha:

il [ 3
®,.= Y107 - 1
A questo punto dalla formula della frasformazione siricava B
B|= ip2'f|:l1 B|= fSE'fS"

oppure ——
[+ 3 o
Vios - 1 Vie%s. 1

a seconda che siparta da e, oppure da @, ..

Maturalmente se sivogliono usare le pulsazioni al posto delle frequenze
yalgono le relazioni:

o, = 2nuf

B = 2xB'
Filtri passivi 63
Esempio

specifiche:
a=<02dB per 482MHz ¢ g 5 18MHzZ
Qz36dE per tg434MHz 3z 568MHZ

Applicando semplicemente le formule viste & sovraspecificando in banda
passante siarriva a

f, = 4742MHz
f. = 496MHz
K, = 34103
k = 0332

N =5

B = 352108

Dalle gagasie i2haie sincava il creuito del passa-basso normalizzato di
ording & che &:
Filtri passivi 64
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- AN P )
=—0518F =2F =—0.618F

Filtri passivi 65

e quindi il circuito finale del nostro passa-banda &:

6.04pF 6.04pF
° 44apH I ﬁéﬁ‘ﬁl °
== 7.5pH == 2.3pH ==
EEl 71 pF P E52pF P 71 pF
Cr u

Motare che per ordini superiori a 10 1a realizzabilita € solo teorica: in pratica

diverta problermatica.

Per quanto riguarda i filtri elimina-banda I'approccio € lo stesso che per |

passa-handa.

Filtri passivi 66
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Progetto filtri di Chebyshev

Polinomi di Chebyshev
Funzione di Trasferimento
Sintest

Progetio

Filtri Passa Basso

Filtri Passa Alto

Fiftri Passa Banda
Filtri di Chebyshev Inversi
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Polinomi di Chebyshey
Le funzioni di Chebyshey sonao definite come:

T, (x) = cos[M-arccos(x)]

aove N &lordine.
Sivede chigramenta come sonao fatte le prime due funzioni:
Tolx) =1
T(x) =x
Cerchiamo una formula ricorsiva per determinare le funzioni di ordine
suUperiore:

T.400) = cos[{N+1)arccosix])] = cos(ND+®) =
Ty-4(%) = cos[(N-T)arccos(x]] = cos{NP-P) =
l: cos{N®)cos{P) - sen{NP)sen(®@) = xT,,(x)- sen{NP)sen{d)

= cos(NP)cos(P) + sen(NP)sen(®) = xT,, (x)+sen(Nd)senid)
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dove F & definito come:
$=arccos(x)

Sommando membro a membro si ottiene [a formula Acorsiva:

T al%) = 2T, (x)-T,_, (%)

Allora. poiche T, e T4 sono polinomi. tutte le T\, sono palinomi:

T, x)=1
Ti(x)=x
T,(x) = 2x2-1

T4(x) = 4x3-3x

T4(x) = 8x*-8x2+1
Si noti che il polinomio di Chebyshev di ordine N & pari{dispari) se N &
pariidispari).
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inoltre
T,(1)=1 * N
0 z2 N & dispari
T.(0) = 1 seN&pare % & pari
AseN&parieN &dispar
2 T, (x) = cos[N -arccos(x)]
Mota:

Le funzioni di Chebyshey, come sono state definite, valgono solo
per Ixl=1. Estendendo a tutto il piano complesso siha:

T, (%) = cosh[N-arccosh(x)]

essendo cos(jx) = cosh(x) = 1
Per ‘x‘ >1,arccos(x) € C, da cui Filtri passivi 70
T, (x) = cos[Narccos(x)] = cos(a + jb) = cosh(p) e R,con a,b,pe R
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Quest'ultima & definita fuor dal cerchio unitario.

Sidimostra che la formula ricorsiva non cambia e che i palinomi

rimangono gli stessi, quindi | T y{x) valgono per ogni X.
Yediamo ora l'andamento grafico dei palinomi:

Juix)
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31 noti che per IX1=1 i polinomi hanno andamento oscillatorio che auments
con l'ording N & sono limitatitra-1 ed 1.

Per Ixl>1 invece vale la seconda formula vista ed il comportamento & del
fipo:

Try(X)

A

X
Per Ixl=1 la funzione & monotona, crescente per x>1. crescente

{decrescente) perx<-1 se N & pari (dispari).
L'andamento & ditipo polinomiale.
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Funzione di trasferimento
La funzione di trasferimento del fittro di Chebyshey di ordine N é:

|55 )|2 1
nljll-—
A 1+ 22T (o)
che graficarnente si presenta come:

+&T,, ()

£

AWANAWA! _,
FVAVEVAVIERR .

e quindi la funzione di trasferimento del filtro &
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Mei filtri di Chebyshey 'attenuazione in banda passante dipende da €
rmentre all'aumentare di N migliora il comportamento in banda oscura
ed aurnenta il numero di oscillazioni in banda passante.

| filtri di Chebyshey, a parita di ordine, sono pil efficenti dei ##7 af
Sifiersevdy | main certe applicazioni il comportamento oscillants in
banda passante non & accetiabile.
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Sintesi dei filtri di Chebyshey

IS —
o)z —A——
T 2T )
Si definisce:

Ry{®?) 2 Ty (@)
da cui;

S i) = — L
1+ &R, (w?)

A guesto punto, passando da @? a-s2 sifa la sintesi di Darlinghton:

S,,(5)8,(-s)= m
]
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LB o Sariesad T hanno radicl in simmetria guadrantale disposte sul
cerchio unitaro.

| filtri di Chebyshey hannao radici in simmetria quadrantale disposte su
un'ellisseil cui numero dipende da N. |l rapporto tra i 2 assi dipende da €.

[im(s) Bl

POLI

Re(s)
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Se &1, come del resto deve essere, 'asse principale dellellisse coincide

con 'asse immadinario.

Procediamo ora con la sintesi di Darlinghton:

Dal | rearems of Feimedzr siha che:

8,,(8)8,,(s)= 3

!

S,,(8)= teR, (-s)

R

da cui calcolo la Zy.

-£7R (-s?)

+ €7R, (-s2)

Filtri passivi

Pn.e € un polinomio con le
radici nel semipiano sinistro

77

La rete a scala risultante & fipo quella dei 7 o Sefferwodh

1

AR

E,

Motare che se i resistor terrninali sono uguali i filtri di ardine pari non sono
realizzabili poiché hanno S51(0) diverso da 1. [Per N pari, s5(0)=1/(1+¢?) ]
Ci limitiamo a trattare quelli di ordine dispari, per i quali esistono tabelle di

valor tabulati;

Wl G C, C, G,
L, L, L, Ly

1 1.0177

3 | 20236 | 0.9941 2.02386 —_—

5 | 21349 | 1.0911 3.0009 | 1.0911

7 | 21666 | 1.1115 | 3.0936 | 1.1735

Filtri passivi

Walor per
p=1 dB

78
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n| Co Cy Gy

0.3052 Walori per
1.0316 | 11474 | --... - «,=0.1dB

11468 | 13712 | 1.9750 | ----0 | .....
1.1812 | 1.4228 | 2.0967 | 1.5739 | .....

~|| w2

Cormne peri M Sefferwayd esistono anche le tabelle con i coefficent
dei polinomi .
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Progetto dei filtri di Chebyshey
Analogamente a quanto fatto per i |8l of Suferwa % | ricorderamo prima
alcune definzioni di carattere generale, per poi vedere in dettaglio come
adattare | filtro passa basso normalizzato per progettare filfri
[AFSSILESE0 | SASSIAINT e BESSFSS005
Infatti. prima di affrontare il progetto di un filtro, dobbiarno sapere che &:
N ordine del filtro

o, pulsazione ditaglio
B=o,-a, banda di transizione
L'attenuazione & definita come:

o =-20Log, (IS, (N]) = -20Log, (S, (®)]] con c=2nf

Ricordando poi il valore di |S,, [w]l# avremo che:

a= 10Log,g[1+€2T2 (o]]
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Filtri passa-basso

o banda
di
|S21| transizione
I - Specifiche
10770
Loy per f<f
m-‘_’:—g o> g per f2 fS

" f
Per capire la trattazione del passa-basso non normalizzato & necessario
rifarsi all' andamento di ISNQJ_I2 del passa-basso normalizzato, e
OSSeryare come: N
[l valore minimo raggiunto da 1S, (w]l? in banda passante dipende
esclusivamente da € (ovvero da a, come vedremo).

[2se w,=1allcra |5,,(w)l? raggiunge sicuramente detto valore minimo.

indipendente dalvalore di M. in quanto. come wisto nell' introduzione |

per w. =11 polinomi di Chebwyshey di qualsiasi ordine walgono 1.e quindi
155, (w)lZassurme il valore specificato

81

Passa-basso normalizzato

IS nioo,)|

Si nota che in tutta la banda passante |SZI (a))|2 = |s2l (l)|2
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Luindi se la specifica sull’ attenuazione in banda passante viene rispettata
perw, =1, gllora viene sicuraments rispeftate lungo tutta la banda

passante. in quanto. perw, =1, si ha. come visto, L.caso peddiore.

Abbiamo dungue che RO RIS OEIEEEEIE ion o

assunto alla pulsazione limite della banda passante
Il problema consiste quindi nel far si che, nella trasformazione da
passa-basso normalizzato a passa-basso non normalizzato, aﬂp_

corrisponda wnﬂ.Tenendo conto che siha

w f

wy, T

Wp

allora w, =11n f=fp 5e & s0lo 5e noi scegliamo f0=fp(30n questa scelta siha
nel punto (fp,ap:l

p 1
. 100"
Dim. 1+ ¢
o, =a(w, =1) =10log(1+£°T; (1)) =10log(l+£7)
a1 L
——= Filtri passivi 83
10 1+¢°

Risolvendo questa equazione per s abbiamo che:

| e
£= V1070 -1

Frima di continuare il discorso definiamo |a selettivita del filtra:

f
sz—p <1

=
Questo parametro & importante non solo perche tanto pid k & prossimo ad
1 tanto pid la banda di fransizione & stretta, ma anche perche

ol -

Ora facciamo ' antilogaritmo di entrambi i membri e sostituiamo a T, il sUo
valore e offeniamo:
L]

-4
1070 — 1= z2¢cosh? I:Narcosh[ﬂ]
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Dividiamo ora per 2 ed estraiamo la radice di entrambi i membri:

U‘!s
"I|| 10 _
M = cosh[ﬂarcosh &]]

£

Definiamo ora la discriminazione k1.

“p
1070 -1
K1= T
1070 - 1
Litilizzando questa ultima definizione offeniamo:

arcosh l
N> ™

1
arcosh S

Se M none' intero il filtro & sovraspecificato. Dobbiamo notare che i filtri di
Chebyshey sono sovraspecificati solo in banda oscura
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Guesto fatto appare chiaro se noi ricordiamo che, A fidoatisions .
abbiama fatto in modo che | valore limite dell’ attenuazione in banda

passante &, venisse assunto alla frequenza limite della banda passante fp

Ma fare questo significa sovraspecificare in banda oscura

lUna volta stabilito | ordine del filtro dobbiamo denormalizzare i valori dei
componenti.Con considerazioni analoghe a quelle fatte | Syasasie o8/
M o Sudesvaryt otteniamo che:

L-Ryin c--Cn
@ @gRg
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Esempio
Frogettare un fitro passa bassao tale che:
ap=1 dB mp=1 2

o, =40 dB o,=b
Stiamo realizzando un passa basso. quindi deve essere glf_wgﬂ 2
Siricavano imrmedigtarmente ivalor del parametr e del component, relativi

per@ al filtro filtro normmalizzato Talivalori si ricavano dalle tabele e vanno pol denormalizzati frarmite e
Ln = Cn

£= 5088 N Lom -t

. relazioni:

L(-I = 0{:‘5088 Sinoti che in questo caso. non avendo dato alcuna specifica su Ry,

k_ 24 rimane Rg=153

—— " 0.83H

T T
SO

1.68 F
1.68 F .

Filtri passivi

Prima di concludere & bene osservare che, essendo:

o = 10log -1 + EZTE[;—[J:I

se & f>>fy allora il valore di o & dato da;

Essendo

n i 2n
MAE | e 10000 ‘-222"_2[3 ]

f

Applicando poi le proprieta del logaritmo si ha infine:

<0 = o
Svolgendo calcoli simili sull' attenuazione dei fittr di Butterworth, si ottiene

f
e = 20log £+ 20log 2{n - 1)+ 20nlog —
~6(?N—1) f

o =2Cln|-:1u;;fl

o

Chebyshev funziona quindi meglio di Butterworth, nel senso che le stesse
prestazioni sono ottenute con meno componenti (N minore)
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Filtri passa-alto
Corne & noto un filtro si dice passa alto se realizza le specifiche sotto
fiportate

2
|S | banda
L di -
transizione Specifiche

agap, per fz21)

ez par fg i

" f

Corne abbiamo fatto con i | #7 of Sedierswerdy | realizzeremo questa
funzione a partire dal passa basso normalizzato

Sipong ora:
f
®, =2
f
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Se poi poniamo fn=fp allora si ha che ‘=1 quando f:fp:fl:l

Guesto permette di definire [a corrispondenza softo riportata e,
sopratiutto, difarvalere le considerazioni fatte e wiroaicrsie ¢
LESESNA550

2

|S,,|

op 1
10°70

1070

A questo punto possiamo ancora definire 1a seletiivita k:

Kk = fs per il passa-basso era
fp k=f/ffs
Filtri passivi 90
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Rimangono analoghi al passa basso ivalori di k, e M

arcosh ki
N> ™1

1
arcosh ’e

Mel caso N non sia un intero il filtro & sopraspecificato e, come accade per
Il passa-basso. la sovraspedifica avviene solo in banda oscura, essendo

che. [Gamie HEla ded miroaisione . 1| valore limite dia, viene assunto alla

frequenza limite della banda passante fp,ossia a=a, perf=1“p

Per la funzione di trasferimento & sufficiente dire che, data quella del
passa basso:
1

S5{Sn) -
" sy +aNiSn  taniSe teoo@)
slhng
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N
S
Snls) -

aywl +ay ;oM s+ a8y sM1+a,sM

L' ultirmo problerna da risolvere riguarda la corrispondenza tra Lvalori dei
componenti del passa basso normalizzato e quelli del passa alto non
normalizzato, che si ottiene cambiando induttori con condensatori e
viceversa, come mostrato.

L L L = i C
_nf\m m*'?"\z nf\"zl\g _H1 ||2 ||3

—_-— Crﬂ - an —_-— Cr‘ﬁ |:l> |_-| |_2 |_3

Le dimensioni dei componenti sono date da:

1 1
- L. =
I Lnimo I Cnimu

Cluesti valori vanno poi eventualmente denormalizzati rispetto a R,

saecondo e note relazion.
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Filtri passa-banda

Come e noto un filtro si dice passa banda se realizza le specifiche soffo
riportate.

2 banda passante
|5 /
T
B | P banda di transizione
L Specifiche
cagap per fysfgip
g h ﬂ}ﬂs p9r f{efm,f;?iﬂ
1w | A B e S0
fa frﬂ fp2 fo f

banda oscura

Come abbiamo fafto con i W o Sefersey®y | realizzeremo questa
funzione a partire dal passa basso normalizzato
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Guesta volta poniamo

fajf f
o ==l o
n B'[f.:. f ]
realizzando cosi la corrispondenza sotto riportata
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La prima cosa da osservare & che le specifiche sulla frequenza sono
diventate 4 e quindi dovremo frovare un vincolo tra queste grandezze, che
SAra, COMe /& Qs aby 7T of Bufierworth

foifer = fpfpo = o

Mel caso molto probabile in cui le specifiche non fossero rispettate
dovremo sovraspecificare il filtro, in maniera del tutto analoga a quella vista
71 CFE e G WY OF Butierwoethh

Rimangono analoghi al passa basso ivalori di ke N

arcosh —

arcosh —
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La selettivits invece vale:

f_n[L-f_-:]
ke Zop Bl 1) fo2-on
mns f_.;.[l . f_.:.] 152 'is*l
BT, f

Mel caso molto probabile in cui N non sia un intero dovremao ancora una
volta sovraspecificare il filtro Volendo ancora, per 42 /3giane wsis nels

smvalisiene S passatassa | far siche a w =41 corrispondanc sempre

1y & £f;ne deriva che:

Il filtro viene sempre sovraspecificato in banda oscura (per una

giustificazione si vedano anche le conclusioni del filtro passa-basso e

passa-alto).

Bl=f_-f_,.come conseguenza diretta della formula di trasformazione de
p2 'pl

fatto che:

2
fifeo = f|:1 fp2 =f,
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Unawvolta determinato ' ordine del filtro si determinanc aivalor del
componerti del passa basso normalizzato da cui si arriva ai valari del
passa banda denormalizzato in frequenza grazie alla corrispondenza sotfc
riportata.

L B

|_I'I R B wg'-n

o Iﬁ" o 3 B - &
I @3 TB

Quest valori vanno pol eventualmente denormalizzati rispetto a Ry
secondo e note relazioni.
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Cenno ai Filtni di Chebyshey Inversi
Harno un comportamento duale e contrario ai quelli visti, come si puo’
facimente capire dal grafico softostante.

"lsm(mn)r

W

1

e VAVAVAVARS
1 (i}

n

Tale grafico si deduce dal fatto che:
2 1
[Sarlwn)l” = ——m—

(P

2 1
W
Utilizzando un Chebyshev ed un Chebyshev inverso si hanno i FILTRI ELLITTICI. Essi

permettono di ottenere la massima ripidita nella transizione tra le 2 bande, col n. minore di
componenti. Filtri passivi 98
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