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A. INTRODUCCION

Ocurre a veces que la importancia de un acontecimiento histérico se mide no tanto por la
difusién de que éste gozd, como por las consecuencias que trajo consigo. Asi, hoy sabemos que
la guerra entre Francia y Alemania en a finales del siglo XIX fue deliberadamente provocada por
el canciller prusiano Bismarck: falsificé intencionadamente el despacho del embajador Ems,
dandole un caracter ofensivo, agresivo, hacia la opinidon publica francesa para provocar una
reaccion de furor en ésta a la vez que la guerra. Tenemos, pues, un acontecimiento
relativamente insignificante (manipulacién de un informe) que desemboca en una guerra, que a
su vez da como resultado la unificacién de Alemania’.

El ejemplo de Bismarck resulta especialmente interesante porque raramente
encontramos en la Historia de la Logica algo que pueda compararse; es decir, raramente un
logro en Légica (parecido al ejemplo de Bismarck en cuanto a difusion se refiere) tiene un
impacto de magnitud similar a la que tuvo en la Historia (general) contemporanea el surgimiento
del estado aleman. ¢ Cual podria ser ese logro? A mi entender, el algebra de Boole.

Fundamentemos un poco este razonamiento. De lo dicho arriba se desprende que
cualquier hallazgo en Ldgica es insignificante. Que nadie se alborote: con ello quiere decirse
que tales hallazgos pasan tan inadvertidos (0 mas) para la gran mayoria como la falsificacion del
despacho de Ems por parte de Bismarck. La falta de atencién a los logros en Légica ocurre
incluso en los circulos mas préximos a ella: buena parte de los fildsofos de la ciencia del siglo
XX (a excepcion de Lakatos) han elaborado sus epistemologias respectivas tomando como
referente principal a la fisica. Asi sucedid6 con el Circulo de Viena, con Popper, con la
Concepcion Heredada y con Kuhn. Para muchos de estos filosofos pareceria a veces que las
matematicas, la légica y, en general, las ciencias formales caen fuera del saber cientifico, por no
satisfacer los sucesivos criterios de demarcaciéon que dichos autores han ido proponiendo, o, en
otros casos, por no ser las matematicas un saber empirico®.

Para completar el paralelismo Bismarck — Boole queda solamente mostrar la huella que
ha dejado la obra del ultimo. Esto no es muy complicado: basta que observemos el mecanismo
que rige un semaforo o el funcionamiento de un sistema informatico para darnos cuenta que el
algebra de Boole juega un papel nada despreciable no ya en el ambito especifico de la Légica,

sino en la civilizacion tal y como la conocemos.

'El ejemplo esta tomado de Aron, R. Lecciones sobre la historia: cursos del Collége de France. Fondo de
Cultura Econdmica, México, 1996.

2 Echeverria, J. en Introduccion a la Metodologia de la Ciencia: la Filosofia de la Ciencia en el siglo XX.
Ediciones Catedra, Madrid, 1999.
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Hasta aqui he hablado unicamente de la proyeccién “hacia adelante” del trabajo de
Boole, dejando a un lado sus raices histéricas (nada surge de la nada, Parménides dixit) que el
titulo de este articulo insintan. De la relacion entre el Silogismo y el Algebra de Boole nos
ocupamos en la monografia El Silogismo a través de la Historia. De otras aportaciones de Boole
relacionadas con el Calculo Proposicional nos ocuparemos en la seccién B.

En cuanto al alcance y estructura de este estudio, hay que decir que es meramente
divulgativo. La seccidn B esta dedicada primero a resaltar aspectos basicos de la Teoria de
Conjuntos y del Calculo Proposicional, para luego ver en qué sentido Boole colabord en su
interrelacion, desarrollo o profundizacion; asimismo, se intenta poner en contacto esta Teoria y
este Calculo con su despliegue practico, que desemboca en los dispositivos légicos bajo la
forma de un Algebra de Boole (seccién D). La seccién C se limita a la enunciacién de los
teoremas y postulados del Algebra de Boole, con algunas apreciaciones histéricas. Por ultimo,
he afadido un Anexo en el que se utilizan las representaciones diagramaticas de Venn para
comprobar (que no demostrar) la validez de las leyes del Algebra de Conjuntos. Me ha parecido
coherente incluir este Anexo porque con Venn terminé mi anterior articulo dedicado a la Historia
de la Logica, trazando asi una linea que une ambos trabajos.

Fruto de todo esto, el trabajo tiene una considerable envergadura. Por esta razén, se
debe afrontar su lectura de un modo selectivo. Si uno es, por ejemplo, experto en Electrénica, y
esta interesado en conocer los fundamentos histéricos y teéricos del Algebra de Boole, debera
leerse la seccion B (y algo de la C), descartando la ultima parte. Por el contrario, si uno esta
familiarizado con la Légica y su Historia, quiza le llamen mas la atencion los aspectos practicos
en que han desembocado los trabajos de Boole. Asi, mejor sera que pase directamente a la
lectura de la ultima seccion.

Por ultimo, para quien desee leer la totalidad del trabajo, se ha procurado que éste goce
de cierta consistencia. El hilo conductor al que debe agradecerse tal consistencia no es otro que
Kneale, y su obra El desarrollo de la I6gica®. En esta obra se encuentran todos los aspectos aqui
tratados, ademas de otros (como las relaciones entre Boole y el calculo de probabilidades). Mi
tarea ha consistido en seleccionar y ampliar aquellos aspectos que son mas relevantes y han

sido mas fructiferos para el surgimiento de nuestra actual “era informatica”.

% Ver BIBLIOGRAFIA
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B. TEORIA DE CONJUNTOS y CALCULO PROPOSICIONAL

Enunciado general: el Calculo Proposicional (CP) y la Teoria de Conjuntos (TC) son
ambos instancias de un sistema algébrico denominado Algebra de Boole.
Para ilustrar los nexos que los unen, intercalaré explicaciones acerca de uno (CP) y de la

otra (TC). Espero que ello no sea en detrimento de una facil comprension.

l. CONJUNTOS Y ELEMENTOS (TC).

Comencemos ahora por la teoria de conjuntos. El concepto de conjunto surge de manera
natural en muchas situaciones de la vida: peliculas de guerra, novela rosa, pescaderias... Si
llevamos a cabo un sencillo proceso de abstraccion, veremos que podemos definir un conjunto
de dos modos distintos:

= Por extension: enumeraciéon simple de sus elementos.
= Por comprension: definir una propiedad no ambigua y determinada.

Veamos un ejemplo:

Supongamos un conjunto que comprende los componentes del grupo musical “The
Beatles”. Definiriamos tal conjunto por extensién de la siguiente manera:

S= {Paul McCartney, John Lennon, George Harrison, Ringo Starr}

Definido por comprensién, el conjunto quedaria asi:

S={x/ x pertenezca al grupo musical “The Beatles”}

Il. PROPOSICIONES Y CONECTIVAS (CP)

Definimos una proposicién como un aserto que puede ser cierto o falso, pero no ambas
cosas a la vez. Tales proposiciones pueden ser simples (“Los gatos comen pescado”) o
compuestas (“Los gatos comen pescado y los perros comen carne”). Como es sabido, las

oraciones simples se unen mediante conectivas. De ellas, cuatro son las mas importantes:

CONJUNCION y A
DISYUNCION o v
CONDICIONAL Si... entonces -
BICONDICIONAL Siy solo si ©

Ademas de estas conectivas, en el lenguaje ordinario se usa a menudo la negacién:

NEGACION no -
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Por supuesto, en el lenguaje ordinario (natural) usamos un numero mas amplio de
conectivas, tales como “a menos que”, “pero”... Ante esto, podriamos establecer notaciones
distintas para cada una de ellas. Por otro lado, parece (es) mas conveniente intentar reducir (sin
distorsién de su uso comun) tales conectivas a las cuatro establecidas. Considérese este
ejemplo:

“El café es agradable, a menos que se le afnada azucar” (simbdélicamente, p a menos que
q). El significado de la oracion es que si afiadimos azucar, el café no es agradable; es decir: “El
café es agradable si no afadimos azucar”, o bien “Si no afadimos azucar, entonces el café es

agradable”. O lo que es lo mismo: 7q — p, con lo cual hemos logrado nuestro objetivo.

. UNION E INTERSECCION

Aqui comenzamos a percibir el modo en que Boole unifica el CP y la TC.

Unidn e interseccién son las dos operaciones basicas en el algebra de conjuntos.

La unién entre dos conjuntos L y W se define como el conjunto formado por todos los
elementos de L junto con todos los elementos de W.

La interseccion entre dos conjuntos L y W se define como el conjunto que comprende
solo aquellos elementos que L y W tienen en comun.

Lo cierto es que tanto unién como interseccion quedan mucho mas claras a través de

una ilustracion:

L W

Intereseccién de dos conjunfos  Union de dos conjuntos

El sombreado representa L N W El sombreado representa L U W

Si bien ya Leibniz, en el s.XVII, entrevié la existencia de una cierta analogia entre la
interseccion y la unioén, de una parte, y el producto y la suma de numeros, por otra, fueron las
aportaciones de Boole las que clarificaron tales relaciones, ampliandolas ademas a las
conectivas A (conjuncion) y v (disyuncién) de la Légica formal. De este modo, la interseccién de

conjuntos se expresa también con esta simbologia:
ANB={x/xeA A xeB}
La conjuncién:

AUB={x/xeAv xeB}
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V. CONJUNTO UNIVERSAL, CONJUNTO VACIO, CONJUNTO COMPLEMENTARIO

Al definir un conjunto L no sélo se determinan sus elementos, sino también los que no lo
son. Sin embargo, esto puede acarrear algun problema. Por ejemplo, pensemos en el conjunto
de los numeros enteros, Z. Si hacemos caso de lo dicho hasta ahora, Z no define sélo el
conjunto de los numeros enteros; define también un conjunto Z’, al que definimos como “todo
aquello que no es un numero entero”. Hasta aqui, todo parece correcto: el conjunto Z’ contiene,
por ejemplo, el nimero %, la raiz cuadrada de 2, ... pero también incluye los templos hindues a
orillas del Ganges, o las zapaterias del barrio gotico de Barcelona. Para evitar complicaciones,
resulta mas adecuado restringir los elementos considerados a un conjunto menor. En nuestro
caso, servira el conjunto de los numeros reales (J). Con el fin de obtener esta restricion
postulamos un conjunto universal E que definimos como el conjunto de todos los elementos que
consideramos. ElI complementario de un conjunto es entonces el complementario respecto de
este conjunto universal. La interpretacion de este conjunto universal por parte de Boole le llevé a
identificar tal conjunto con el valor “1”.

Queda por determinar qué es un conjunto vacio. En general, la interseccion de dos
conjuntos seria siempre un conjunto, excepto cuando no tienen elementos comunes. Este caso
especial se elimina postulando un conjunto vacio, &. La interpretacion de este conjunto
universal por parte de Boole le llevé a identificar tal conjunto con el valor “0”.

Esta asignacion de valores 1-0 a los conjuntos E y & tiene importantes consecuencias no
solo en el ambito de la Légica senetencial sino también en ambitos que aqui no tratamos, como
la teoria de la probabilidad (diremos sélo que cualquier valor de probabilidad se encuentra entre
Oy1).

Para mostrar algunas de estas consecuencias, consideremos el modo de Boole de
asignar valores de verdad a las proposiciones: hoy dia expresamos la certeza de un enunciado

asignandole el valor “1”, y su falsedad con el valor “0”. Pues bien, en Bochénski* leemos:

“Si nos limitamos a la consideracion de una sentencia dada X, dejando de lado toda otra
consideracién, se podran imaginar sélo dos casos, a saber, primero, que la sentencia sea
verdadera, y la segunda, que sea falsa. Como estos casos componen el universo de la sentencia,

y el primero se representa por el simbolo x, el sequndo se representara por el simbolo (1-x)”

* Ver BIBLIOGRAFIA
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V. LEYES DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS y DEL CALCULO PROPOSICIONAL

Para convencernos del enunciado general arriba expuesto, segun el cual el CP y la TC

pueden reducirse a un Algebra de Boole, veamos una tabla comparativa que contemple las

leyes del algebra de conjuntos y del calculo proposicional (para darnos cuenta de que tratan, en

esencia, de lo mismo):

ALGEBRA DE CONJUNTOS

CALCULO PROPOSICIONAL

Leyes conmutativas para la interseccion y la union
XNY=YNX

XUY=YUX

Ley asociativa para la interseccion
XNiYnNzy=XNY)Nz

Ley asociativa para la union
XUiyuz=(Xuy)uz

Ley distributiva de la interseccion respecto a la
union

XNYUz2)=(XNY)U(XN2zZ

Ley distributiva de la union respecto a la

interseccion

XuUyrNnz)y=(XUuyY)N(XU2

Ley de tautologia (ley idempotente)

XUX=X XNX=X

Ley de complementacion

XUX=E XNX =&
Leyes de absorcion

XuXny)=X XNXUY)=X
Leyes De Morgan

Xuyy=xny XNyYyy=xuy
LeyesconE y &

&UX=X ENX=X

EUX=E &NX=&

E=& & =E

Ley conmutativa

PAQ <> AP

pvq <> qvp

Ley asociativa para la conjuncion

PA(GAr) > (PAQ)AT

Ley asociativa para la disyuncion

pv(qvr) < (pva)vr

Ley distributiva de la conjuncion respecto a la

disyuncion

PA(Qvr) <> (PAQ)V(pAr)

Ley distributiva de la disyuncion respecto a la
conjuncion

pv(qnar) <> (pva)a(pvr)

Ley de tautologia

(pvp) &> p (PAP) &> p

Leyes de negacién (complementacion)

| pvpl =1 lpAampl =0

Leyes de absorcion

pv(pAQ) © p pA(pva) > p

Leyes de De Morgan

7(pvq) <> 7pATq 7(pAq) <> 7pvTq
LeyesconQ y1

Ovpeop TIApP©p

Tvp o 1 OAp <0

10 01
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VI. FUNCIONES Y TABLAS DE VERIFICACION

En el apartado Il hemos construido una notacion mediante la cual cualquier proposicion
se puede escribir en términos de las proposiciones simples que la constituyen y de varias
conectivas logicas. La cuestion que nos planteamos ahora es si estas expresiones son
funciones (entendiendo funcién como la expresién de unas variables dadas cuyo valor queda
univocamente determinado para valores de las variables).

Hemos dicho ya que una proposicion p puede ser cierta o falsa, pero no ambas cosas a
la vez. Si consideramos p = 1 cuando la proposicién p es cierta, y p = 0 cuando es falsa,
concluimos que, en efecto, una proposicién simple es una funcién (que toma los valores 0 6 1).

Si esto vale para las proposiciones simples, debe valer también para las complejas. Los
valores que tomara una proposicién compleja dependera del tipo de conectiva(s) que une sus
partes simples. Debido a la multitud de combinaciones posibles, se usan “tablas de verificacion”

para exponerlas:

Variables Funciones proposicionales
p q pAqQ pvq p—>q p<q
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Todas las conectivas enlazan pares de proposiciones que satisfacen la condicion
esencial de una funciéon (ningun valor del conjunto inicial tiene mas de una imagen). Toda
funcién proposicional se puede describir completamente mediante su tabla de verificacion (o “de
verdad”, como suele llamarse).

Esta consideracion del CP como funcién tiene en parte su origen en la obra Mathematical
Analysis of Logic de Boole, donde describe el despliegue formal de su sistema mediante lo que
el llama development (expansion). EI mismo Boole, no consciente de la importancia de tal
procedimiento, lo considera como un caso degenerado del teorema de MaclLaurin. Para
constatar la importancia real de las “expansiones” (funciones, al fin y al cabo), véase el apartado

de implementacion de funciones booleanas.
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C. ALGEBRA DE BOOLE

l. INTRODUCCION

En la seccion anterior hemos visto que las aportaciones de Boole jugaron un papel
primordial para alcanzar la unificaciéon del CP y la TC. En esta seccién nos “limitaremos” a
presentar el cuerpo del Algebra de Boole tal y como él lo concibié.

Para ello, es necesario antes distinguir antes entre “operaciones binarias” y “operaciones

unitarias”, aunque ya lo hayamos intuido implicitamente con anterioridad:

a. OPERACIONES BINARIAS

Una operacion binaria (°) en un conjunto A es una operacion tal que si a,b son elementos
del conjunto A, también lo es a°b.

Por ejemplo, en aritmética, ¢es la division (4) una operacién binaria? Puede o no serlo,
depende del conjunto que consideremos. Si el conjunto considerado es J*, entonces 4 es una

operacién binaria. Si, por el contrario, el conjunto a considerar es Z, entonces 4 no resulta ser

una operacion binaria.

b. OPERACIONES UNITARIAS

Una operacion unitaria (~) sobre un conjunto A es una operacién tal que si a es un
elemento de A, también lo es ~a.

Volvamos a la aritmética para elaborar un ejemplo. jes la operacion “tomar el valor
negativo de” (=) una operacion unitaria? Si consideramos tal operacion sobre el conjunto Z°,
entonces (—) no es una operacion unitaria; si, por el contario, la consideramos sobre todos los

numeros enteros, Z, () si cumple con el requisito para ser operacion unitaria.

Il. POSTULADOS Y TEOREMAS DEL ALGEBRA DE BOOLE

Aunque pueda parecer contradictorio, aqui no enunciaremos los postulados y teoremas
que el propio Boole presentd. En cambio, ofrecemos los que Huntington pensé para un Algebra

de Boole en 1904. De nuevo, es Kneale quien asi lo aconseja:

“Aunque el sistema de Boole permite su facil manipulacion, hay que admitir que contiene
defectos no sélo desde el punto de vista de la elegancia, sino asimismo de rigor. [...] A lo largo de medio
siglo tras la publicacion de las Laws of Thought, todas estas deficiencias serian subsanadas por los
seguidores de Boole. Jevons inici6 las reformas en 1864 con su Pure Logic, or the Logic of Quality apart
from Quantity. [...] Sin embargo, el paso mas importante en esta direccion consiste en la presentacion del

calculo en forma estrictamente axiomatica. Mientras que Boole se habia contentado con caracterizar su

http://aparterei.com 10
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sistema mediante un Unico principio que pareciera diferenciarlo del algebra numérica ordinaria, sus
sucesores intentaron explicar todos sus presupuestos. Donde mejor cabe estudiar los resultados de esta

empresa es en los trabajos de E.V. Huntington (Sets of independent Postulates for the Algebra of Logic)”

Sin mas predmbulos, veamos cuales son esos postulados y teoremas:

El Algebra de Boole es una estructura algebraica definida por dos operadores binarios (®

y M ) de tal forma que satisfacen los siguientes postulados:

P1: POSTULADO DE LOS ELEMENTOS DE IDENTIDAD
(a) Un elemento de identidad con respecto al operador @ es designado por 0 y cumple:
X@0=0®x=x,siendox € B

(b) Un elemento de identidad con respecto al operador M es designado por el simbolo 1
y cumple:
xM1 =1Mx = x, siendox € B

P2 : PROPIEDAD CONMUTATIVA

(a) Conmutatividad con respecto al operador ®
x®y = ydx

(b) Conmutatividad con respecto al operador M
xMy = yMx

P3 : PROPIEDAD DISTRIBUTIVA
(a) Distributividad con respecto al operador @
XM(y+z) = XMy + xMz

(b) Distributividad con respecto al operador M
X®( yMz) = (x®y)M(xDz)

P4 : AXIOMAS DEL COMPLEMENTO
@x®x =1
(b)xMx =0

T1: TEOREMA DE LOS ELEMENTOS DOMINANTES:

@)x®1=1
(b)xM0=0

T2 : TEOREMA DE IDEMPOTENCIA

(@) x®x=x
(b) x M x = x

T3 : LEY INVOLUTIVA

(xX) =x

http://aparterei.com 11
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T4 : TEOREMA DE ABSORCION

(@) x®(xMy)=x
By XM (x®y)=x

T7 : LEYES DE MORGAN

(@) (x®@y) = XMy’
(b) xMy) =X @y’

Ley de Morgan generalizada

(a) (x@ydz®...) = XMy'Mz"-.....
(b) xXMyMz-....) = X®y'®Z'®...

OBSERVACIONES:

1) Todos los postulados y teoremas presentados tienen su equivalente en las leyes
de la TC y el CP (ver tabla en la pagina 9).

2) Los teoremas del algebra de Boole son demostrables, a diferencia de los del
algebra convencional, por el método de inducciébn completa. La induccion
completa sélo puede darse si se comprueba que la relacion entre los elementos
que el teorema define se cumple en todos los casos. Para realizar esto, se
utilizan las tablas de verdad.

3) Los postulados y teoremas del algebra han sido listados a pares, parte (a) y parte
(b). Una parte puede obtenerse a partir de la otra mediante el intercambio de los
elementos unitarios (0 y 1) y los operadores binarios (® y M). Esto se conoce
como el Principio de dualidad, gracias al cual cualquier apartado de los
postulados puede obtenerse a partir del otro sin mas que intercambiar los

operadores binarios y los elementos unitarios.

Los postulados de Huntington no han sido los Unicos intentos de mejorar el Algebra de
Boole. Otros intentos conocidos en el ambito de las matematicas son los de Birkhoff y

MacLane®. Por supuesto, me abstengo de reproducirlos.

® Survey of Modern Algebra, cap. Xl, 4.
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D. DE BOOLE A LA ELECTRONICA DIGITAL

Debido a que los computadores trabajan con informacién binaria, la herramienta
matematica adecuada para el andlisis y disefio de su funcionamiento es el Algebra de Boole en
su forma bivalente, aunque fue desarrollada inicialmente para el estudio de la logica. Ha sido a
partir de 1938, fecha en que C.E. Shanon publicé su obra Analisis simbdlico de circuitos con
relés, estableciendo los primeros conceptos de la actual teoria de la conmutacion, cuando se ha
producido un aumento considerable en el nimero de trabajos de aplicacién del Algebra de Boole
a los computadores digitales. Hoy en dia, esta herramienta resulta fundamental para el
desarrollo de los computadores ya que, con su ayuda, el andlisis y sintesis de combinaciones

complejas de circuitos logicos puede realizarse con rapidez y eficacia.

l. PUERTAS LOGICAS

Para que el Algebra de Boole se torne realmente Util de cara a la electrénica y la
computacioén, ésta debe plantearse como un algebra bivalente. No hay acuerdo acerca de si tal
Algebra “nacié” bivalente, o el ser bivalente es una restriccién afadida para facilitar su
aplicacion. A este respecto, Kneale y Bochénski mantienen opiniones contrapuestas®.

En cualquier caso, este algebra bivalente aplicada tiene las mismas tablas de verdad del
CP expuestas anteriormente, cambiandoles sélo la nomencalatura: donde deciamos
“disyuncion” (v), ahora decimos OR; donde deciamos “conjuncién” (A), decimos AND; donde
deciamos “negacion” (), ahora decimos INVERSOR o NOT. Veamos de nuevo la tabla con el

vocabulario renovado:

Variables Funciones proposicionales
X y X+y Xy
(operacion OR) | (operacién AND)
1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 0

®lLa postura de Kneale puede verse en la pagina 382 de El desarrollo de... La de Bochenski, en la pagina
312 de Historia de...(VER BIBLIOGRAFIA)
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’

X

(operacion NOT)

X X
1 0
0 1

Por supuesto, existen otros operadores ademas de estos. Véase la sigiuente tabla con

todos los operadores y su simbolo mas extendido (de este modo nos avanzamos un poco al

contenido de la siguiente seccion, dedicado integramente a la aplicacion del algebra de Boole

dentro de la electrénica) :

FUNCION SIMBOLO ECUACION LOGICA
Sumadora
— S=a+b
OR
Multiplicadora —
S=a-b
AND
Inversora
S=a
NOT
Sumadora negadora
S=(a+b)
NOR
Multiplicadora negadora
NAND S=(a- by
Suma exclusiva
OR EXCLUSIVA ]D S=ab+a-b
Suma exclusiva negada
S=ab+a-b

NOR EXCLUSIVA

http://aparterei.com
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Il. FUNCIONES BOOLEANAS

La aplicacion mas directa de las puertas légicas es la combinacion entre dos o mas de
ellas para formar circuitos légicos que responden a funciones booleanas (las cuales, hemos
visto ya [seccion B, apartado VI], fueron minusvaloradas por Boole). Una funcién légica hace
que una o mas salidas tengan un determinado valor para un valor determinado de las entradas.

Tales funciones o ecuaciones consisten en un numero finito de constantes (0, 1) y
variables conectados por los operadores (+), (*) y (‘) de forma que (+) y (-) no pueden estar
adyacentes nunca. Cada expresion de conmutacion de n-variables describe una unica funcién
de conmutacién de n-variables.

Se pueden tomar como ejemplos las funciones de la tabla de la pagina anterior,

correspondientes a los distintos operadores ldgicos.

Por supuesto, hay ecuaciones equivalentes. Dos expresiones de conmutacién Ay B se

dicen equivalentes (A=B) si ellas describen la misma funciéon de conmutacion.

Ejemplo : Sea F = atb-¢c’ y G = (a+b)-(a+b’+c’)

OO ||O0|=|-|T
O= OO O|m|0

O|0OO|= ===~ |D
ol |O|ala|a|a|T
[e][=] =N ] FEN R ERY FENT0)

fy g son equivalentes porque describen la misma tabla de verdad.
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[l IMPLEMENTACION DE FUNCIONES BOOLEANAS

Para el disefio de circuitos digitales solo cabe hacer la precisidén del siguiente convenio:

- Presencia de tension: 1

- Ausencia de tension: 0

Con este criterio, podemos proceder a la implemantacion de funciones.

Dado un sistema combinacional cualquiera compuesto de x entradas y una salida (F, la
funcién a implementar) podemos utilizar dos tipos de ecuaciones (formas candnicas de las
ecuaciones booleanas):

- Ecuacién minterms: obtendremos la suma de productos de las variables “entrada”
cuyas combinaciones hacen 1 la funcién. Convenio a aplicar: “0” variables negada;
“1” variable sin negar. La implementacion se realizard mediante puertas NAND.

- Ecuacién maxterms: obtendremos el producto de las sumas de las variables
“‘entrada” cuyas combinaciones hacen 0 la funcién. Convenio a aplicar: “1” variable
negada; “0” variable sin negar. La implementacion se realizard mediante puertas
NOR.

Lo que se logra con estas ecuaciones es la expresion correspondiente a una tabla de
verdad dada. Tal expresion es, ademas, simplificable algebraicamente mediante los postulados
y teoremas enunciados mas arriba (aunque la simplificacién se obtiene casi siempre por
métodos tabulares [por el simple motivo de que es mas facil] como veremos en el apartado

siguiente). Por ejemplo, intentemos obtener la ecuacién de la siguiente tabla de verdad:

O O O O] = = | | O
ol O] =| =| Ol O] =| =»| T
O| = O = O = O | O
ol o =| =] o o] ol =| ™M
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Si queremos obtener la ecuacién de esta tabla en la forma “suma de productos”
(minterms), debemos fijarnos en los “1” de la columna de F: el primero que encontramos (12 fila)
viene dado por el producto a-b-c (en esafila,a=1,b =1y c=1). Aplicando esta sencilla forma

de proceder, la ecuacién queda:

F = (a-b-c)+(a-b’-c’)+(a’-b-c)+(a’-b-c’)

Como “producto de sumas” (maxterms) debemos fijarnos en los “0” de la columna de F.

Hay que tener en cuenta que aqui “1” es la variable negada.

F= (a’+b’+c)-(a’'+b+c’)-(a+b+c’)-(a+b+c)

V. METODOS TABULARES DE SIMPLIFICACION DE ECUACIONES

El recurso a las tablas para la simplificacién de ecuaciones booleanas es, como ya se ha
dicho, fruto de su mayor simplicidad. Aunque existen otros métodos (como las tablas de Quine-
McCluskey’), nos limitaremos a explicar someramente el método conocido como “mapas de
Karnaugh”. Estos se pueden utilizar para simplifcar funciones de dos a seis variables, aunque
habitualmente solo se los emplee para funciones de dos a cinco variables.

El método gréafico de Karnaugh, desarrollado en The Map Method for Synthesis of
Combinatorial Logic Circuits (AIEE, vol. 72, 1953), se basa en otro de E. W. Veitch publicado
en A Chart Method for Simplifying Truth Functions (ACM, 1952). Esta técnica se convirtié
rapidamente en la herramienta mas potente entre los disefiadores de computadores y expertos
en logica digital durante la década de los 50.

Entrando en materia, los mapas estan constituidos por una cuadricula en forma de
encasillado cuyo numero de casillas depende del numero de variables que tenga la funcion a
simplificar. Cada una de las casillas que forman el mapa puede representar términos tanto
minterms como maxterms. Veamos un ejemplo de mapa con tres variables en términos de

maxterms, siguiendo la tabla de la pagina 17:

N 0 0 1 1
§ O T T 0

0 0 1 0 1
1 0 1 1 0

" El algoritmo de Quine se halla en The problem of Simplifying Truth Functions (1952), y fue modificado
por Edward J McCluskey (Jr.) Minimization of Boolean Functions, en Bell Syst. Tech. Journal 1956
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El principio de simplificacién de los mapas se basa en una de las leyes del Algebra de

Boole:
a-b+a-b=a

Como podemos observar, todas las casillas contiguas se caracterizan por diferenciarse
s6lo en una variable, que se encuentra negada en una de ellas y sin negar en la otra. Tal
caracteristica, propia de todos los mapas de Karnaugh, permiten aplicar la ley anterior.

Para proceder a la simplificacion, debemos fijarnos soélo en las casillas que contienen “1”
(si simplificaremos por maxterms), o las que contienen “0” (si simplificaremos por minterms).
Aqui trabajaremos con las casillas “1”.

En términos generales, podemos afirmar que en los mapas de Karnaugh se pueden

simplificar entre si, por sus variables comunes, los siguientes grupos de casillas:

o Grupos de 2, 4, 8 ... casillas contiguas segun los ejes coordenados, nunca segun ejes
diagonales.
o Los grupos de casillas de los bordes del mapa.

o El grupo de casillas constutuido por las cuatro esquinas del mapa.

Por lo tanto, en nuestro ejemplo, procederiamos del siguiente modo:

AN 9 0 1 T
° a T 1 0

0 0 (1] a @

1 0 ([ 1 1) 0

La ecuacion correspondiente a la 22 columna es: a’-b-c’ + a’-b-c Sacando factor comun,
queda (a’-b)-(ctc’). Puesto que c+c’ = 1, segun el cuarto postulado de Huntington, entonces la 22
columna queda a’-b. Si procedemos del mismo modo en el grupo de la 22 fila y con la casilla del

borde derecho de la 12 fila, resulta la funcién ya simplificada F =a’b + b-c + a-b’-c
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ANEXO I: Comprobacion de algunas leyes del algebra de conjuntos

mediante representaciones diagramaticas (Venn)

= Ley asociativa para la interseccion:
XNYNnz)y=(XNnvyynz

Diagramas:
X Y X Y
4 z
El sombreado representa Z N'Y El sombreado representa X N (Z N Y)
X ’ X Y
z z
El sombreado representa X N'Y El sombreado representa (XN Y) N Z

http://aparterei.com
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= Ley distributiva de la unién respecto a la interseccion:
Xuynz)y=xXuy)nxu2z

Esquema:
X Y X
Z
Ynz XU (YN2Z) XUy XUz XUY)N(XU?Z2)

Al usar los diagramas de Venn hemos remarcado que ayudan a comprobar la validez de
las leyes. Por si mismos, los diagramas de Venn no constituyen una demostracion definitiva,
aunque sugieren el método a seguir. Aqui nos abstendremos de llevar a cabo tales

demostraciones, considerando como suficientes los diagramas reproducidos.®

® Tales demostraciones se hallan en multitud de manuales. Por ejemplo, puede consultarse la obra de
Kaye, D. “Sistemas booleanos”. Ediciones Alhambra, Madrid, 1970.
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ANEXO II: La Légica en casa. Un ejemplo de Légica aplicada:

decodificador 7 segmentos.

A lo largo del trabajo hemos repetido la idea de la enorme importancia que tiene para
nuestra sociedad el Algebra de Boole aplicada. Son grandes palabras, y por ello pueden sonar
exageradas.

Incluyo este Anexo para mostrar que no hay tal exageracion. Todos tenemos en casa un
despertador digital o un video, cuyos digitos se caracterizan por estar formados a partir de

segmentos, tal como muestra la figura:

Como vemos, cada segmento tiene asignada una letra mindscula, y el conjunto se
conoce como “decodificador de 7 segmentos”.

Algo tan simple a primera vista lleva tras de si todo un dispositivo l6gico de cierta
envergadura. Para no complicarnos, vamos a disefiar solamente el dispositivo que “enciende” el
segmento “a”.

Para empezar, hemos de determinar cuantas “variables entrada” necesitamos para
construir una tabla de verdad. Tal tabla debe tener, como minimo, diez filas (puesto que hay
diez digitos). S tenemos cierta practica con las tablas de verdad, sabemos que el nimero de
filas viene determinado por 2", donde n = n° de variables entrada. Por lo tanto, nos hacen falta
como minimo 4 entradas (pues es la primera potencia de 2 que sobrepasa el valor “10”, que son
las filas minimas necesarias). Hecho esto, construimos la tabla teniendo presente cuando debe

encenderse el segmento “a”: lo hace en 0, 2, 3, 5, 6, 7, 8 y 9. La tabla queda del siguiente modo:
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Decimal As Ao Aq Ag F
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0
2 0 0 1 0 1
3 0 0 1 1 1
4 0 1 0 0 0
5 0 1 0 1 1
6 0 1 1 0 1
7 0 1 1 1 1
8 1 0 0 0 1
9 1 0 0 1 1

10 1 0 1 0 X
11 1 0 1 1 X
12 1 1 0 0 X
13 1 1 0 1 X
14 1 1 1 0 X
15 1 1 1 1 X

“y, "

Los valores “x” tanto de la tabla como del correspondiente mapa de Karnaugh indican

“estados indiferentes”. A partir del mapa obtendremos la funcién booleana del segmento “a” ya

simplificada:

e 88 1
00 1 0 X 1
01 0 1 X 1
11 1 1 X .
10 1 1 x x

F= (A2A0)+A1+(A2’Aq’)
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Para acabar, aqui ofrecemos el esquema de la funcion que hemos obtenido:

Al F=(AZA0)+AT+(A2'AD)
A2
A
N/ il
A2 —f—
ADT

Cuando se den las condiciones exigidas por la tabla de verdad, se iluminara el LED
(Light Emission Diode) correspondiente al segmento “a”.

Como vemos, este es un tema harto complejo: para lograr la formacion de un digito
entero, tendriamos que conocer las tablas, mapas y esquemas del resto de segmentos, y
relacionarlos de modo que actuasen coordinadamente. Por no hablar, yendo mas alla, si
pretendiésemos hacer que contara, al modo de un reloj... Valga esto como muestra de que sélo
una herramienta potente y (relativamente) simple ha podido propiciar la revolucion digital de

finales de siglo XX.
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