CAPIiTULO 2

OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

Asi como pueden definirse diversas operaciones entre nimeros, también existen operaciones
entre conjuntos. El resultado de una operacion entre conjuntos es a su vez un conjunto.

Fijemos un conjunto universal ¢/ y consideremos todos los subconjuntos de /. Entre estos
conjuntos estan definidas las operaciones de union, interseccion y diferencia. Ademads, para
cada conjunto se define el complemento. El resultado de cada una de estas operaciones es un
subconjunto de U/.

1. La union de conjuntos

Sean Ay B dos conjuntos.

Launion AU B de A con B es el conjunto cuyos elementos

pertenecen a A o pertenecen a B.

Por comprension, la unién entre los conjuntos A y B se define asi:
AUB={z|z € Aox € B}

En particular, Ay B son subconjuntos de AU B, pues todos los elementos de A y todos los
elementos de B pertenecena A U B.
En un diagrama de Venn representamos la union de dos conjuntos sombreando el area que

cubren ambos conjuntos (ver Figura 1).
EJEMPLO 2.1. Si A= {1,3,5} y B = {2, 5}, entonces
AUB={1,2,3,5}.

EJEMPLO 2.2. Si consideramos el intervalo abierto (0, 1) y el conjunto de dos elementos
{0, 1}, entonces (0,1) U {0,1} = [0, 1]

Si A es un subconjunto de B, esto es, A C B, entonces AU B = B.
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FIGURA 1. Launioén de los conjuntos Ay B.

EjempPLO 23. Si A = {1,4,9} y B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, entonces A U B =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

EJEMPLO 2.4. Si A = {x | z es multiplode 5} y B = {x | z es multiplo de 10}, entonces
AU B = {z | z esmultiplode 5 },
dado que todo nimero multiplo de 10 es también multiplo de 5. En este caso, B C A.

La unién de un conjunto A con el conjunto vacio es el mismo conjunto A, puesto que () no

tiene elementos:

AU = A
La unién de un conjunto A con A es el mismo conjunto A:

AUA=A

2. Lainterseccion

Sean Ay B dos conjuntos.

La interseccion AN B entre Ay B es el conjunto cuyos elementos

pertenecen a A y pertenecen a B.

Por comprension, la interseccion de los conjuntos A y B se define como

ANB={z|z€ Ayz € B}.
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EJEMPLO 2.5. SeanUd = N, A = {n | n < 11}, P = {n | nesprimo}y B = {n |
n es impary n < 20}, entonces
ANB={1,3,5,7,9 11}
ANP={2,3,5,7, 11}
BnP={3,5, 7 11, 13, 17, 19}
EJEMPLO 2.6. Si consideramos los intervalos [0, 5) y (3, 6], entonces
[0,5)U (3,6] = [0, 6] y [0,5) N (3,6] = (3,5).
Si A es un subconjunto de B, esto es A C B, entonces
ANB=A.
En particular, AN A=Ay AN)=10.

EJEMPLO 2.7. La interseccion del intervalo (0, 1) con el conjunto {0, 1} no tiene elementos,
es decir, es el conjunto vacio:

(0,1)n{0,1} =0,

es decir que (0,1) y {0, 1} son conjuntos disjuntos.

En particular, dos conjuntos son disjuntos si'y solo si su interseccion es vacia.

En un diagrama de Venn la interseccion de dos conjuntos se representa por la region que
esta determinada por el interior de las curvas cerradas que determinan los conjuntos. Esta region
se la destaca con un sombreado o subrayado (ver Figura 2). Obsérvese que la interseccion de
dos conjuntos es vacia si y solo si no hay elementos comunes entre ellos. Esto se grafica con

dos curvas cerradas que no se cortan.

U

FIGURA 2. Interseccionde Ay B.
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3. Complemento de un conjunto

Fijemos U/ un conjunto universal y A un subconjunto de U.

El complemento de A con respecto ald es el conjunto

cuyos elementos son todos los elementos de U que no pertenecen

a Ay se denota por A°.

En simbolos,
A={z el |z ¢ A}

En un diagrama de Venn el complemento de A es la region exterior de la curva cerrada que

determina A y lo destacamos con un subrayado o sombreado.

FIGURA 3. Complemento de A.

EJEMPLO 2.8. Sild = Ny P es el conjunto de los numeros pares, entonces P° es el conjunto

de los niimeros naturales impares.

EJEMPLO 2.9. Sil{ es un plano, y P es un punto en el plano, entonces ¢ es el plano sin el

punto P.

EJEMPLO 2.10. Sea i/ = Z. Entonces Z¢ = ().
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4. Diferencia

Sean Ay B dos conjuntos.

La diferencia o complemento relativo A — B entre Ay B

es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B.

A—B={z|ze€Ayz ¢ B}
Observemos que A° = U — A. En un diagrama de Venn representamos la diferencia entre los

conjuntos A y B, destacando la region que es interior a A y exterior a B (ver Figura 4).

U

FIGURA 4. Diferencia entre el conjunto A y el conjunto B.

EJEMPLO 2.11. Z—N={n|ne€Zyn < 0}.
EJEMPLO 2.12. {1, 2, 3, 4, 5} — {2, 4, 6, 8} ={1, 3, 5}
EJEMPLO 2.13. [-1,1] — {0} = [-1,0) U (0, 1]

4.1. Propiedades de las operaciones. Resumimos a continuacion las propiedades que
cumplen las operaciones de union, interseccion y complementacion:
Propiedad conmutativa
AUB=BUA

ANB=BNA.

Propiedad asociativa

(AUB)UC =AU (BUC)
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(ANB)NC=AN(BNC)

Propiedad distributiva

AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
BUC)=(ANB)U(ANC
Leyes de Morgan
(AU B)®= A°N B° (AN B)* = A°U B“.

Los siguientes ejemplos ilustran estas propiedades.
EJEMPLO 2.14. Si A = {1,2,3}, B ={2,3,4} y C = {1, 3,5}, entonces
(ANB)NC ={2,3} n{1,3,5} = {3}
AN(BNC)=A1,2,3} n{3} = {3}.
(AUB)UC =1{1,2,3,4} U{1,3,5} = {1,2,3,4,5}
AU(BUC)=11,2,3} U{1,2,3,4,5} ={1,2,3,4,5}.

EJEMPLO 2.15. Sea U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, y sean A = {0,2,4,6,8}, B =
{0,3,6,9}y C ={1,3,5,7,9}. Entonces,

(ANB)U(ANC) = {0,6}ud={0,6},
AN(BUC) = {0,2,4,6,8}n{0,1,3,5,6,7,9} = {0,6},

(AuUB)N(AuC) = {0,2,3,4,6,8,9}N{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} = {0,2,3,4,6,8,9},
AUu(BNC) = {0,2,4,6,8} U{3,9} = {0,2,3,4,6,8,9}.

EJEMPLO 2.16. Si A, B y U son como en el Ejemplo 2.15, entonces
(AUB)°=1{0,2,3,4,6,8,9}°={1,5,7} y
AN B ={1,3,5,7,9}N{1,2,4,5,7,8} = {1,5,7}.
(AN B)*={0,6}°=1{1,2,3,4,5,7,8,9} y
A°UB°={1,3,5,7,9}U{1,2,4,5,7,8} = {1,2,3,4,5,6,8,9}

Destacamos que en estos ejemplos s6lo hemos hecho una comprobacion en un caso parti-

cular, y no es suficiente para demostrar que la misma se cumple para cualquier par de conjuntos
Ay B.
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5. Ejercicios

1. Si={1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9, 10} es el conjunto universaly A = {1, 4, 7, 10},
B =11, 2, 3,4, 5},C ={2, 4,6, 8}, defina por extension los siguientes conjuntos:

a) AUB

by A—B

c) A°

d) U°

e) BNU

f) BN (C — A)
g) (AnB)XUC

2. Seald = {1, 2, 3, 4, 5,.
C=1{236 12}yD=

a) AUB
by AnC

h) BNC

iy AU

J) An(BUC)

k) (AnB)uC

) ANB)—C

m) (AU B) — (C — B)

12}, A={1,3,5,7,9, 11}, B=1{2, 3,5, 7, 11},

{2, 4, 8}. Determine los conjuntos

) (AUB)NC® e) C—D
d) A— B £ (B=D)u(D - B)

3. En diagramas de Venn como el de la figura, sombree los conjuntos siguientes:

a) AUB

by AnB

¢c) (AUC)NB
d AnBncC
e) (AuC)°




