Introduccion a los Procesos
Estocasticos

La teorfa de los procesos estocdsticos se centra en el estudio y modelizacion de sis-
temas que evolucionan a lo largo del tiempo, o del espacio, de acuerdo a unas leyes no
deterministicas, esto es, de cardcter aleatorio.

La forma habitual de describir la evolucién del sistema es mediante sucesiones o colec-
ciones de variables aleatorias. De esta manera, se puede estudiar cémo evoluciona una v.a.
a lo largo del tiempo. Por ejemplo, el nimero de personas que espera ante una ventanilla
de un banco en un instante ¢ de tiempo; el precio de las acciones de una empresa a lo
largo de un ano; el nimero de parados en el sector de Hostelerfa a lo largo de un ano.

La primera idea bésica es identificar un proceso estocédstico con una sucesiéon de v.a.
{X,,n € N} donde el subindice indica el instante de tiempo (o espacio) correspondiente.

Esta idea inicial se puede generalizar facilmente, permitiendo que los instantes de
tiempo en los que se definen las v.a. sean continuos. Asi, se podra hablar de una coleccién o
familia de v.a. {X},t € R}, que da una idea més exacta de lo que es un proceso estocastico.

Se tenia que una v.a. X(s) es una funcién que va desde un espacio muestral S a la
recta real, de manera que a cada punto s € S del espacio muestral se le puede asociar un
ntimero de la recta real.

De este modo, la probabilidad de cada suceso de S se puede trasladar a la probabilidad
de que un valor de X (v.a.) caiga en un cierto intervalo o conjunto de nimeros reales. Si
a todo esto se le anade una dimensién temporal, se obtiene un proceso estocdstico.

La definicién formal es la siguiente:



Definicién (Proceso Estocastico)

Dado el espacio de probabilidad (€2, @, P) de modo que para todo t € T' C R fijo

Xt : (Q, CI,, P) — (R, B)

esto es, X; es una variable aleatoria y Yw € 2 fijo, X¢(w) es una funcién del tiempo.

Ejemplos:
X;: nimero de personas que esperan un autobus en un instante ¢ donde ¢ € [9, 10]
X;: precio de una accién de una empresa en un dia t del mes (t = 1,2,...,30).

X;: numero de parados en el mes ¢ (t =1,2,...,12).

Para que un proceso estocastico esté completamente definido hay que determinar com-
pletamente las v.a., es decir, determinar e identificar la distribucién de probabilidad aso-

ciada a cada una de ellas y, es mads, la distribucién conjunta de todas ellas.
Definicién

Al conjunto T' C R de subindices se le denomina conjunto paramétrico y puede ser
continuo o numerable.

De este modo aparece una primera clasificacién en procesos estocédsticos de pardmetro

continuo o de pardmetro discreto.

Definicién

Se denomina conjunto de estados FE, al conjunto de los posibles valores que pueden

tomar las v.a. {X;},.p

Nota: En general, se piensa en el subindice ¢ como el indicativo del tiempo y en X; como

el estado o posicién del proceso estocdstico en el instante ¢.

Ejemplo: Se lanza una moneda varias veces. Supéngase que cada vez que sale cara,

un jugador gana 1 unidad y si sale cruz pierde 1 unidad. Se puede definir un proceso



estocdstico que modeliza la evolucién del juego. Asi, si se denomina X, al nimero de

unidades monetarias que quedan después de n lanzamientos, el espacio muestral de X, es
Q= {n-uplas de c y +}
de modo que el cardinal (el nimero de elementos) del conjunto es
#O =2"

y el dlgebra que se define es @ = P(), esto es, las partes de Q (todos los posibles
subconjuntos que se pueden formar en Q).

Consideramos a todas las posibles n-uplas equiprobables: P(w) = 1/2™.

Es un proceso discreto, porque el conjunto paramétrico es T' = {1,2,3, ...} y el posible
conjunto de estados es

E={..,-3-2-1,0123..}

Podemos estudiar la trayectoria de X (w):

Sea n = 6 y fijo, por ejemplo, w = (¢, ¢, +,+,+,+), esto es,

Xi(w) = 1
Xp(w) = 2
Xs(w) = 1
Xi(w) = 0
Xs(w) = —1
Xo(w) = —2



Ahora, si fijamos t, por ejemplo en ¢ = 3, se puede calcular la distribuciéon de X3. El

conjunto de posibles estados de X3 es:
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de modo que £ ={-3,-1,1,3} y

P{X;=-3} = 2—13:é
P{X3=-1} = 3% :g
P{X,=1} — 3%:%
P{X3=3} = 2—13 = é
Se puede definir una nueva variable aleatoria:
Y = nuimero de caras obtenidas (éxitos).
Se observa, entonces, que
Y ~ Bin (3,p: %)
y asi
PY =0} = P{Xy= -3} == —1
238
P{Y =1} = P{st—l}:?,%:g
P{y =2} = P{X3:1}:32—13:g

P{y =3} = P{X3:3}:%:é
luego X3 se distribuye como una Bin (3, p= %) aunque tomando otros valores que los
estrictamente igual a 0, 1,2, 3.

Se identifica asf el proceso estocdstico, y se puede preguntar uno cudl es la probabilidad
de que a las 10 tiradas se tengan unidades monetarias negativas, esto es, se arruine el

jugador.



Clasificacion de Procesos Estocasticos
Se pueden clasificar segtin

— La estructura del conjunto paramétrico T' y del conjunto de estados E.

— Las caracteristicas probabilisticas de las v.a.

Clasificacion segin la estructura de 7'y FE.

Los procesos estocdsticos se pueden clasificar en cuatro tipos, dependiendo de si T es

un conjunto numerable o continuo, y de si E es otro conjunto numerable o continuo. Asi:

E\T Discreto Continuo
Discreto Cadena Proc. Puntual
Continuo | Suc. de v.a. | Proc. Continuo

Ejemplos:

(i) Cadena. Supongamos un sistema hidrailico con una vélvula de seguridad que se
revisa diariamente. Esta viélvula presenta tres posibles estados: correcto, incorrecto y
deteriorado. De este modo se puede definir el proceso como X,, = Estado en el que se
encuentra la valvula en el dia n.
(ii) Proceso Puntual. Un autobus escolar tiene capacidad para k personas. Si en una
parada hay k o menos personas esperando, entonces todas subirdn al autobts. Si no es
asi, subirdn las k primeras quedando el resto de personas en espera. Se define, entonces,
X; = niimero de personas esperando en la parada en un instante de tiempo t.

Se pueden plantear asuntos como minimizar el tiempo medio de espera, o reducir el
nimero de personas esperando.
(iii) Sucesién de v.a. Una empresa petrolifera debe decidir cuénto petréleo extrae al
mes para maximizar los beneficios. Se define, entonces, X,, = Cantidad de petréleo a

extraer en el mes n.



Esto es un ejemplo particular de la llamada Teorfa de Inventarios, donde se estudia la
distribucién de la demanda, por ejemplo.
(iv) Proceso Continuo. En la ventanilla de un banco se contabiliza el tiempo de espera
de un cliente que llega en un instante t. Se puede definir X; = Tiempo de espera de un
cliente que llega en el instante t.

Esto estéd relacionado con la Teoria de Colas. Interesa, por ejemplo, minimizar el tiempo

de espera o estudiar la distribuciéon de X;.

Clasificacion segin las caracteristicas probabilisticas de las v.a.

En la vida real se producen distintas relaciones entre las variables aleatorias que cons-
tituyen un proceso estocastico. Por ejemplo, la ganancia monetaria obtenida en la tirada
n-ésima dependerd obviamente de la ganancia obtenida en la tirada (n — 1)-ésima.

Las propiedades probabilisticas las v.a. son importantes a la hora de identificar y
clasificar un proceso estocdstico. Se pueden clasificar los procesos en

— Procesos estacionarios.

— Procesos Markovianos.

— Procesos de incrementos independientes.
1. Procesos Estacionarios.

Primero es necesario establecer una definicion:

Definicién. (Funcién de autocovarianzas de un proceso estocastico)

Dado {X; tal que t € T'} se llama funcién de autocovarianzas a la funcién
v(r,s) = Cov (X, Xs) = E[(X, — E(X,)) - (Xs — E(Xy))]
donde r,s € T

Existen dos clases de procesos estacionarios: estacionario débil y estacionario estricto.



Definicién. (Proceso estacionario débil).

Un proceso {X; tal que t € T}, tal que E (X?) < oo Vt € T, es un proceso estacionario

débil si
1. E(X;) =m, para todo t € T.

2. A(r,s) =~v(r+t,s+t), para todo r,s,t € T.

Esto implica, también, que Var (X;) es constante para todo t € T.

Observaciones:
— Debe existir el momento de orden dos de las v.a.
— Se observa que todas las v.a. tienen la misma media.
— El hecho de que
v(r, s) = Cov (X, X) = Cov (X, 44, Xsit)

significa que la funcién de autocovarianzas toma el mismo valor para dos v.a. que estén
separadas por un retardo t en el proceso, independientemente de dénde se encuentren
situadas estas v.a. en el tiempo.

— Si se considera t = —s, entonces

7(T7 S) = 7(T -5 O),

es decir, es una funcion de (r — s). Esta cantidad es la distancia de separacion entre las dos
variables X, y X,. Asi, la funcién de autocovarianzas de un proceso estacionario débil sélo
es funcién de una variable que es la separacion (r — s) entre las variables en consideracion.

— Si se toma r = s, entonces

y(r,r) = Cov (X, X,.) = Var(X,) ® Var (X,qn), VroheT

(*) ya que y(r + h,r + h) = Cov (X,1p, Xoan) = y(r,7) por (2).



Definicién (Proceso estacionario estricto).

Un proceso {X; tal que t € T}, tal que E (X?) < oo Vt € T, es un proceso estacionario
estricto si Vn € N, Vh € T y para todo {t1,ta,...,t,} € T las v.a (Xy,, X4y, ... X3,) tienen

n

la misma distribucién conjunta que (X, 1n, Xy, -« Xt 4n) -

P. E. estricto = P. E. débil, pero no al contrario, en general: P. E. débil = P. E.

estricto.

Observacién: Si {X; tal que t € T'} es un proceso estacionario estricto, tomando n = 1,
se obtiene que todas las v.a. tienen la misma distribucién y, si se supone la existencia de
momentos de orden dos, tienen la misma media, con lo que se cumple la condicién (1).

Por otro lado, tomando n = 2, entonces (X, X;) se distribuye igual que (X, 11, Xs11) ,
Vh € T. De este modo,

’Y(T, S) =7 (Xr+ha Xs—l—h)

y s6lo depende de cudl sea la diferencia (r — s), quedando, asi, demostrado (2).

Observacion: En el caso de la distribucién normal, la estacionaridad débil implica esta-
cionaridad estricta dado que, en este caso, la distribucién conjunta n-dimensional queda
determinada por las marginales y condicionadas.

Se define un proceso gaussiano como aquel que cumple la propiedad de que Vtq,...t, €

T la distribucién de (Xy,, Xy,, ... X}, ) es normal n-dimensional.
2. Procesos markovianos.

La caracteristica principal de los procesos estocasticos markovianos es que la distribu-
cién de X, ;1 sélo depende de la distribucién de X, y no de las anteriores (X,,_1, X,,_o,...) .

Se puede resumir diciendo que el estado futuro del proceso, s6lo depende del estado
presente, y no del resto de estados pasados.

Formalmente se expresa como:



VneNyVt <...<t,
P (X, <aplXy, <y, Xy, <apoa) = P (X, <an|Xy,, < @p1)
Cuando el espacio de estados F es discreto, entonces se puede escribir
P(Xy, = 20| Xy =21, .., Xty = @p1) = P (X, = 20| Xy, = 201) -
3. Procesos de incrementos independientes (ortogonales).

Se dice que un proceso { X; tal que t € T'} es de incrementos independientes si Vn € N,

Vii,...t, €T, cont; <...<t,las v.a.

o= X, —

Yy = Xy — Xy,

son independientes.

Proposicion Todo proceso de incrementos ortogonales es un proceso markoviano
Justificacion.

Suponemos un proceso { X7, X2, X3} v hay que demostrar que
P (Xg = I3|X2 = l’Q,Xl = l’l) = P(X3 = Qfg‘Xz = 1232) .

para ver que es markoviano.

Asi (dado que se conocen Xs = x5y Xy = 11)

P(Xs = xs\Xz = T2, X1 = 5131) =

—~

*

= P(Xg—XQ:$3—$2|X2:SC2,X2—X1:I‘Q—I‘l) =

=

= P(Xg—X2:$3—$2|X2:£C2):P(X3:I3‘X2:LU2).

(*) por hipétesis, los incrementos son independientes.

Quedando asi probado.

10



