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es cuando toma su baflo. Asi, la BC no seria verdadera en el mundo real, sin embargo,
mediante procedimientos de aprendizaje buenos no hace falta ser tan pesimistas.

7.4 Loégica proposicional: una logica muy sencilla
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Ahora vamos a presentar una 16gica muy sencilla llamada légica proposicional’. Vamos
a cubrir tanto la sintaxis como la seméntica (la manera como se define el valor de ver-
dad de las sentencias) de la 16gica proposicional. Lucgo trataremos la implicacién (la
relacién entre una sentencia y la que se sigue de ésta) y veremos cOmo todo ello nos lle-
va a un algoritmo de inferencia l4gica muy sencillo. Todo ello tratado, por supuesto, en
el mundo de wumpus.

Sintaxis

La sintaxis de la 16gica proposicional nos define las sentencias que se pueden construir.
Las sentencias atémicas (es decir, los elementos sintdcticos indivisibles) se componen
de un tinico simbolo proposicional. Cada uno de estos simbolos representa una propo-
sicion que puede ser verdadera o falsa. Utilizaremos letras maytsculas para estos sim-
bolos: P, O, R, v siguientes. Los nombres de los simbolos suelen ser arbitrarios pero a
menudo se escogen de manera que tengan algin sentido mnemotécnico para el lector.
Por ejemplo, podriamos utilizar W, ; para representar que el wumpus se encuentra en la
casilla [1, 3]. (Recuerde que los simbolos como W, . son atdmicos, estoes, W, 1,y 3no
son partes signilicantes del simbolo.} Hay dos simbolos proposicionales con significa-
do fijado: Verdadero, que es la praposicion que siempre cs verdadera; y Fulso, que es la
proposicion que siempre es falsa.

Las sentencias complejas se construyen a partir de sentencias mdas simples mediante
el uso de las conectivas logicas, que son las siguientes cinco:

= (no). Una sentencia como =W, , se denomina negacién de W, , . Un literal pue-
de ser una sentencia atomica (un literal positivo) o una sentencia atémica ne-
gada (un literal negativo).

~ {y). Una sentencia que tenga como conectiva principal A, comoes W,y A H, |, s¢
denomina conjuncidn; sus compoenentes son los conjuntores.

v {0). Una sentencia que utiliza la conectiva v, como es (W, . A H, ) v W,, | es
una disyuncion de los disyuntores (W, , A H, )y W,, . (Historicamente, la co-
nectiva v proviene de «vel» en Latin, que signilica «o». Para mucha gente, es mds
facil recordarla como la conjuncién al revés.)

= (implica). Una sentencia como (W, . A H, | } = —W, , se denomina implicacion
(0 condicional). Su premisa o antecedente es (W, , A H, | ), y su conclusién o
consecuente es —W, . . Las implicaciones tambicn se conocen como reglas o afir-

* A Ia lagica proposicional también se le denomina Logica Booleana, por el matemdtico George Boole

(1815-1864).
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maciongs si-enfonces. Algunas veces, en otros libros, el simbolo de Ia implica-
cidn se representa mediante 5 0 —.
BLCONDICIONAL <> (sl y sdlo si). La sentencia W, ; & W, es una bicondicional.

En la Figura 7.7 se muestra una gramética formal de la 16gica proposicional; mira la pa-
gina 984 si no estds familiarizado con la notacidon BNE

Sentencia — Sentencia Atémica | Sentencia Compleja
Serntencia Atémica -» Verdadero | Falso | Simbolo Proposicional
Simbolo Froposicional — PIQIRI ...
Sentencia Complejo — - Sentencia

| (Sentencia » Sentencia)

| (Sentencia v Sentencia)

| (Sentencia = Sentencia)

| {Senrenciu < Sentencia)

Figura 7.7 Una gramdtica BNF (Backus-Naur Form) de sentencias en logica proposicional.

Fijese en que la gramdtica es muy estricta respecto al uso de los paréntesis: cada sentencia
construida a partir de conectivas binarias debe estar encerrada cn paréntesis. Esto asegura que
la gramatica no sea ambigua. También significa que tenemos que escribir, por ejemplo,
((AABy= ()envezde A A B= (. Para mejorar la legibilidad, a menudo omitiremos pa-
réntesis, apoyindonos en su lugar cn un orden de precedencia de las conectivas. Es una pre-
cedencia similar a la utilizada en la aritmética (por ejemplo, ab + ¢ se lee ((ab) + ¢) porque
la multiplicacién tiene mayor precedencia que la suma). El orden de precedencia en la logi-
ca proposicional (de mayor a menor) es: =1, A, v. = y <. Asi, la sentencia

“PvQAR=S
es cquivalente a la sentencia
(PyV(@AR)Y=S

La precedencia enire las conectivas no resuelve la ambigliedad en sentencias como A A
B A C, gue se podria leer coma (A A~ B) A C) o como (A ~ (B A (). Como cstas dos
lecturas significan lo mismo segin la seméntica que mostraremos en la siguiente sec-
cion, se permiten este tipo de sentencias. También se permiten sentencias como A v B
v C oA < B < C. Sin embargo, las sentencias como A = B = € no se permiten, ya
que su lectura en una direccion y su opuesta tienen significados muy diferentes; en este
case insistimos en la utilizacidn de los paréntesis. Por altimo, a veces utilizaremos cor-
chetes, en vez de paréntesis, para conseguir una lectura de la sentencia mas clara.

Semantica

Una vez especificada la sintaxis de la 16gica proposicional, vamos a definir su semdan-
tica. La semdntica define las reglas para determinar el valor de verdad de una sentencia
respecto a un modelo en concreto. En la 16gica proposicional un modelo define el va-
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lor de verdad (verdadero o falso). Por ejemplo, si las sentencias de la base de conoci-
miento utilizan los simbolos proposicionales H| ,, H,,, y H, |, entonces un modelo po-
sible serfa

m, = {H,, = falso, H,, = falso, H, | = verdadero}

Con tres simbolos proposicionales hay 2* = 8 modelos posibles, exactamente los que
aparecen en la Figura 7.5. Sin embargo, fijese en que gracias a que hemos concretado
la sintaxis, los modelos se convierten en objetos puramente matematicos sin tencr ne-
cesariamente una conexion al mundo de wumpus. H, , es sélo un simbolo, podria deno-
tar tanto «hay un hoyo en la casilla [1, 2}», como «estaré en Paris hoy y mafiana».

La semdntica en légica proposicional debe especificar cémo obtener el valor de ver-
dad de cualguier sentencia, dado un modelo. Este proceso se realiza de forma recursi-
va. Todas las sentencias se construyen a partir de las sentencias atémicas y las cinco
conectivas logicas; entonces necesitamos establecer como definir el valor de verdad de
las sentencias atdémicas y cdmo calcular el valor de verdad de las sentencias construidas
con las cinco conectivas logicas. Para las sentencias atdmicas es sencillo:

* Verdadero es verdadero en todos los modelos y Fulso es falso en todos los modelos,
+ El valor de verdad de cada simbolo proposicional se debe especilicar directamente
para cada modelo. Por ejemplo, en el modelo anterior m,, f,, es falso.

Para las sentencias complejas, tenemos reglas como la siguiente

» Para toda sentencia s y todo modelo m, la sentencia -y es verdadera en m si y s6lo
si s es falsa en m.

Este tipo de reglas reducen el célculo del valor de verdad de una sentencia compleja al
valor de verdad de las sentencias mas simples. Las reglas para las conectivas se pue-
den resumir en una tabla de verdad que especifica el valor de verdad de cada senten-
cia compleja segiin la posible asignacién de valores de verdad realizada a sus
compoenentes, BEn la Figura 7.8 se muestra la tabla de verdad de las cinco conectivas 16-
gicas. Utilizando estas tablas de verdad, se puede obtener ¢l valor de verdad de cual-
quier sentencia s seglin un modelo m mediante un proceso de evaluacion recursiva muy
sencillo. Por ejemplo, la sentencia =H , A (H,, v H, ) evaluada seglin m,, da verdu-

F o - P PAQ P P=Q P& 0
Julso Jfalso verdadero Jalse falso verdadero veredadero
Jalso verdadero | verdudero Jalso verdadero | verdudero fulse

verdadero Jelso Jalso Jalso verdadero falso Jalso
verdadero verdadero Jalso verdadero verdadero verdadero verdadero

modelo.

Figura 7.8 Tablas de verdad para las cinco conectivas I6gicas. Para utilizar la tabla, por ejemplo,
para calcular el valor de P v @, cuando P es verdadero y Q falso, primero mire a la izquierda en
donde P es verdadera y Q es falsa (la tercera fila). Entonces mire en esa fila justo en la columna
de P v Q para ver el resultado: verdadero. Otra forma de verlo es pensar en cada fila como en un
modelo, y que sus entradas en cada fila dicen para cada columna si la sentencia es verdadera en ese
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dero A (fulso v verdadero) = verdadero ~ verdadero = verdadero. El Ejercicio 7.3 pide
que escriba el algoritmo ; V-VERDAD-LP?(s, 1) quc debe obtener el valor de verdad de
una sentencia s en légica proposicional segin el modelo m.

Ya hemos comentado que una base de conocimiento estd compuesta por sentencias.
Ahora podemos observar que esa base de conocimiento 1dgica es una conjuncion de di-
chas sentencias. Es decir, si comenzamos con una BC vacia y ejecutamos DECIR(BC, §))...
DECIR(BC, §,) entonces tenemos BC = S, A ... A S,. Esto significa que podemos ma-
nejar bases de conocimicento y sentencias de manera intercambiable.

Los valores de verdad de «y», «0o» ¥ «no» concuerdan con nuestra intuicién, cuan-
do los utilizamos en lenguaje natural. El principal punto de confusion puede presentar-
se cuando P v @ es verdadero porque Ploes, O lo es, o ambos lo son. Hay una conectiva
diferente denominada «o exclusivar» {«xor» para abreviar) que es falsa cuando los dos
disyuntores son verdaderos”. No hay consenso respecto al simbolo que representa la o
exclusiva, siendo las dos alternativas v y €.

El valor de verdad de la conectiva =» puede parecer incomprensible al principio, ya
que no encaja en nuestra comprension intuitiva acerca de «P implica O» o de «si P en-
tonces O». Para una cosa, la 16gica proposicional no requiere de una relacion de causa-
lidad o relevancia entre P y (. La sentencia «que 5 sea impar implica que Tokio es la
capital de Japén» es una sentencia verdadera en 16gica proposicional (bajo una inter-
pretacién normal), aungue pensandolo es, decididamente, una frase muy rara. Otro pun-
to de confusién es que cualquier implicacién es verdadera siempre que su antecedente
sea falso. Por ejemplo, «que 5 sea par implica que Sam es astuto» es verdadera, inde-
pendientemente de que Sam sea o no astuto. Parece algo estrafalario, pero tienc sentido
si piensa acerca de « = (» como si dijera, «si P es verdadero, entonces estoy afirmando
que Q es verdadero. De otro modo, no estoy haciendo ninguna afirmacion.» La Unica
manera de hacer csta sentencia falsa es haciendo que P sea cierta y () falsa.

La tabla de verdad de la bicondicional P < () muestra que la sentencia es verdade-
ra siempre que P = ¢ v ¢ = P lo son. En lenguaje natural a menudo se escribe como
«P siy s6losi O» 0 «P si O». Las reglas del mundo de wumpis se describen mejor uti-
lizando 1a conectiva <. Por ¢jemplo, una casilla tiene corriente de aire s7 alguna casi-
Ila vecina tiene un hoyo, y una casilla tiene corriente de aire solo si una casilla vecina
tiene un hoyo. De esta manera necesitamos bicondicicnales como

B!.] & (HI.Z v HZ.I)’
en donde B | significa que hay una brisa en la casilla [1,1]. Fijese en que la implicacion
B, = (H,vH,)

es verdadera, aunque incompleta, cn el mundo de wumpus. Esta implicacion no descar-
ta modelos en los que B, | sea falso y H |, sea verdadero, hecho que violaria las reglas
de! mundo de wumpus. Otra forma de observar esta incompletitud es que la implicacion
necesita la presencia de hoyos si hay una corriente de aire, mientras que la bicondicio-
nal ademads necesita la ausencia de hoyos si no hay ninguna corriente de aire.

 En latin cstd la palabra especifica aut para la o cxclusiva,




AGENTES LOGICOS 233

Una base de conocimiento sencilla

Ahora que ya hemos definido la semantica de la 16gica proposicional, podemos cons-
truir una base de conocimiento para el mundo de wumpus. Para simplificar, solo trata-
remos con hechos v reglas acerca de hoyos; dejamos el tratamiento del wumpius como
gjercicio. Vamos a proporcionar el conocimiento suficicnte para llevar a cabo la inferencia
que se tratd en la Seccidn 7.3.

Primero de todo, necesitamos escoger nuestro vocabulario de simbolos proposicio-
nalcs. Para cada i, J:

* Hacemos que H; sea verdadero si hay un hoyo en la casilla [7, j].
* Hacemos que B sea verdadero si hay una corriente de aire (una brisa) en la casi-
Ha [i, jl-

La base de conocimiento contiene, cada una etiquetada con un identificador. las sigulentes
sentencias:

* No hay ningtin hoyo en la casilla |1, 1].
R .

1

-H

1.1

« En una casilla se siente una brisa si y $6lo si hay un hoyo en una casilla vecina.
Esta regla se ha de especificar para cada casilla; por ahora, tan solo incluimos las
casillas que son relevantes:

Ry B, & (H,vH,))
Ry By, < (H, ,vH,vH,))

* Las scntencias anteriores son verdaderas en todos los mundos de wumpus. Ahora
incluimos las percepciones de brisa para las dos primeras casillas visitadas en el
mundo concreto en donde se encuentra el agente, llegando a la situacidn que se
muestra en la Figura 7.3(h).

Ry 2By
Ry By,

Entonccs, 1a base de conocimiento estd compuesta por las sentencias R hasta R, La
BC también se puede representar mediante una Unica sentencia (la conjuncién R A K,
A R, A R, A Ry) porque dicha sentencia aserta que todas las sentencias son verdaderas.

Inferencia

Recordemos que el objetivo de la inferencia 16gica es decidir si BC = a para alguna
sentencia «. Por ejemplo, si se deduce H, ,. Nuestro primer algoritmo para la inferen-
cia serd una implementacion directa del conceplo de implicacién: enumerar los mode-
los, y averiguar si « es verdadera en cada modelo en el que la BC es verdadera. En la
l6gica proposicional los modelos son asignaciones de los valores verduadero y fulso so-
bre cada simbolo proposicional. Volviendo a nuestro gjemplo del mundo de wumpus,
los simbolos proposicionales relevantesson B, B, . H, |, H, .. H, . H,,y H, . Con cs-
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tos siete simbolos, tenemos 27 = 128 modelos posibles; y en tres de estos modelos, la
BC es verdadera (Figura 7.9). En csos tres modelos —H , es verdadera, por lo tanto, no
hay un hoyo en la casilla [1, 2]. Por el otro lado, H, , €3 verdadera en dos de esos tres
modelos y falsa en cl tercero, entonces todavia no podemos decir si hay un hoyo en la
casilla 2, 2].

La Figura 7.9 reproduce més detalladamente el razonamiento que se mostraba en la
Figura 7.5. En la Figura 7.10 se muestra un algoritmo general para averiguar la impli-
cacion en l6gica proposicional. De forma similar al algoritmo de BUsQuEDA-CON-BACK-
TRACKING de la padgina 86, ; IMPLICACION-EN-TV? Realiza una enumeracion recursiva de
un espacio finito de asignaciones a variables. El algoritmo es sélido porquc implemen-

Bl | R].l P\ | PL 2 1)2.] P22 P.‘.] R\ RE R.’ Rfi Rﬁ BC
falso Jalso Jalsa Jfalso falso Jalso Julso |verdadero | verdudero | verdadero | verdadero]  falso Julso
Jalso Jadso Selsa Jfaisa falso Jalso  |verdadero | verdadero |verdadero | fulse  |verduderol  fulso falso
Jadso  |verdadero]  fulso Jalse Jatso falso falso  verdadero|verdadere|  falso | verdadero|verdadero}  falso
falso  \verdadero|  Julso falso Jalso falso  verdadero|verdadero | verdadero | verdadero | verdadero | verdadero | verdadero
falso | verdudero]  falso Jalso Julso  |verdudero|  falso  |verdaders|verdadero | verdadero | verdadere | verdader | verdudero
falso |verdaderoj  jalso Jalso Julso | verdadere| verdadero | verdudero | verdudero | verdadero | verdadero | verdudero | verdadero
Julse  |verdadero|  falso faiso | verdadero|  fulso Julso  |\verdadero|  falso Julso (verdadero|verdadero|  falso
verdadery | verdadero | verdadero | verdadero | verdadero |verdadero | verdadero | fuiso  |verdadero|verdadero]  fulso  |verdudero!  fulso

Figura 7.9 Una tabla de verdad construida para fa base de conocimiento del ejemplo. La BC es verdadera si R, hasta
R, son verdaderas, cosa que sucede en tres de las 128 filas. En €stas ‘tres filas, H, ; es falsa, asf que no hay ningtn hoyo
en la casilla [1, 2]. Por otro lado, puede haber (o no) un hoyo en la casilla {2; 21.

funcion ;| IMPLICACION-EN-TV N BC, o) devuelve verdadero o falso
entradas: BC, la base de conocimiento, una sentencia en ldgica proposicional
a, la sentencia implicada, una scntencia en 1dgica proposicional

simibolos < una lista de simbolos proposicionales de la BC'y a
devuclve CoMPROBAR-TV(BC, a, simbolos, [ 1)

fancion CoMPROBAR-TV(BC, w, simbolos, modelo) devuelve verdadero o falso

si ; Vacia(simbolos) entonces
si [ VERDADERO-LP?(BC, modelo) entonees devuelve | VERDADLRO-LP Y ¢, modelo)
sino devuelve verdadero

sino hacer
P« PRIMERU(simbolos); resto «— RUSTO(simbolos)
devuelve CHEQUEAR-TV(BC, a, resto, EXTENDER(P, verdadero, modelo)) y

CoMPROBAR-TV(BC, ov, resto, EXTENDER(P, false, modelo))

Figura 7.10 Un algoritino de enumeracion de una tabla de verdad para averiguar la implicacidn
proposicional. TV viene de tabla de verdad. ; VERDADERO-LP? Devuelve verdadero si una senten-
cia es verdadera en un modelo. La variable meodelo representa un modelo parcial (una asignacion
realizada a un subconjunto de las variables): La Hamada a-la funcién EXTENDER(P, verdadero, mo-
delo} devuelve un modelo parcial auevo en el .'qtie P tiene el valor de verdad verdadero.




EQUIVALENCIA
LOGICA

AGENTES LOGICOS 235

ta de forma directa la definicidn de implicacion, y es completo porque trabaja para cual-
quier BC y sentencia «, y siempre finaliza (s6lo hay un conjunto finito de modelos a ser
examinados).

Por supuesto, que «conjunto finito» no siempre es lo mismo que «pequefio». Si la
BCy « contienen en total » simbolos, entonces tenemos 2" modelos posibles, Asi, la com-
plejidad temporal del algoritmo es (2"). (La complejidad espacial solo es O(#) porque
la enumeracion es en primero en profundidad.) Mas adelante, en cste capitulo, veremos
algoritmos que en la practica son mucho mds eficientes. Desafortunadamente, cada al-
goritmo de inferencia que se conoce en ldgica proposicional tiene un case peor, cuya
complejidad es exponencial respecto al tamaiio de la entrada. No csperamos mcjorar-
lo, ya que demostrar la implicacion en logica propesicional es un problema co-NP-com-
pleto. (Véase Apéndice A.)

Equivalencia, validez y satisfacibilidad

Antes de que nos sumerjamos cn los detalles de los algoritmos de inferencia légica ne-
cesitaremos algunos conceptos adicionales relacionados con fa implicacion. Al igual que
la implicacidn, estos conceptos se aplican a tedos los tipos de 16gica, sin embargo, se cn-
tienden miés facilmente para una en concreto, como es el caso de la légica proposicional.

El primer concepto es 1a equivalencia logica: dos sentencias « v 8 son equivalen-
tes I6gicamente si tienen los mismos valores de verdad en el mismo conjunto de mode-
los. Este concepio lo representamos con a < 3. Por cjemplo, podemos observar
facilmente (mediante una tabla de verdad) que P A Q v Q0 ~ P son equivalentes 16gica-
mente. En la Figara 7.11 se mucstran otras equivalencias. Estas juegan cl mismo papel
en la logica gue las igualdades en las matematicas. Una definicidn alternativa de equi-
valencia es la siguiente: para dos sentencias « y 3 cualesquicra,

a=f siysilosi aFByBF«

(Recuerde que = significa implicacién. )

(a~nB) = (Baa Conmutatividad de ~
{av B = {(fve) Conmutatividad de v
(an B ry = (ani{Bay) Asociatividad de A
((axv Byvy) = {av(Bvy) Ascciatividad de v
—(—e) = «a Eliminacion de la doble negacion
(=) = (~B= ) Contraposicién
(=) = (~av ) Eliminacion de la implicacién
(e fB) = (o= B A(p=a)) Eliminacion de la bicondicional
~{a~ B) = (~av B Leyde Morgan
“(av B) = (maa ) Leyde Morgan
{an(Bvy) = (larfB)viary) Distribucion de a respecto a v
(av(Bay) = ((av B a(avy) Distribucidn de v respecto a A
Figura 7.11 Equivalencias légicas. Los sfmbolos ¢, £y vy se pueden sustituir por cualguier sen-
tencia en l6gica proposicional.
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El segundo concepto que necesitaremos es el de validez. Una sentencia es vilida sies
verdadera en fodos 10s modelos. Por ejemplo, la sentencia £ v —F es una sentencia vili-
da. Las sentencias validas también se conocen como tautologias, son necesariamente ver-
daderas y por lo tanto vacias de significado. Como la sentencia Verdadero es verdaderaen
todos los modelos, toda sentencia vilida es logicamente equivalente a Verdadero.

. Qué utilidad tienen las sentencias vdlidas? De noestra definicidn de implicacidn po-
demos derivar el teorema de la deduccion, que ya se conocia por los Griegos antiguos:

Para cualquicr sentencia av B, o = B si v s6lo si la sentencia (o = ) es vdlida.

{En el Ejercicio 7.4 se pide demostrar una serie de aserciones.) Podemos pensar cn el
algoritmo de inferencia de la Figura 7.10 como en un proceso para averiguar la validez
de {BC = a). A lainversa, cada sentencia que es una implicacién vilida representa una
imferencia correcta.

Eldltimo concepto que necesitaremos es el de satisfacibilidad. Una sentencia es sa-
tisfactoria si es verdadera para algiin modelo, Por ejemplo, en la base de conocimiento
ya mostrada, (R, A R, A R, A R, A R, ) es satisfacible porque hay tres modelos en los
gue es verdadera, tal como se muestra en la Figura 7.9. 51 una sentencia o es verdade-
ra en un modelo m, entonces decimos que m satisface «, o que m es un modelo de «.
La sarisfucibilidad sc puede averiguar enumerando los modelos posibles hasta que unc
satisface la sentencia. La determinacion de la safisfacibilidad de sentencias en 1gica pro-
posicional Tue el primer problema que se demostrd gue era NP-completo.

Muchos problemas en las ciencias de la computacion son en realidad problemas de
satisfacibilidad. Por ejemplo, todos los problemas de satisfaccion de restricciones del
Capitulo 5 se preguntan esencialmente si un conjunto de restricciones se satisfacen dada
una asignacién. Con algunas transformaciones adecuadas, los problemas de basqueda
también se pueden resolver mediante satisfacibilidad. 1.a validerz y la satisfacible estan
intimamente relacionadas. « es valida si y sélo s1 —a es insarisfacible; en contraposi-
cion, a es satisfacible siy s0lo si —e no es valida.

a b= B iy solo si la sentencia (o A —B) es insatisfactoria.

La demostracién de S8 a partir de « averiguando la insatisfacibilidad de (& A —f3) se co-
rresponde exactamente con la téenica de demostracién en matematicas de la reduciio ad
absurdum (que literalmente se traduce como «reduccion al absurdo»). Esta técnica tam-
bién se denomina demostracion mediante refutacion o demostracion por contradiceion.
Asumimos que la sentencia 3 es falsa y observamos si se llega a una contradiccion con
las premisas en «. Dicha contradiccion es justamente lo que gqueremos expresar cuando
decimos que la sentencia («e A 23} es insatisfacible.

7.5 Patrones de razonamiento en 16gica
proposicional

Esta seccidn cubre los patrones estdndar de inferencia que se pueden aplicar para deri-
var cadenas de conclusiones que nos llevan al objetivo deseado. Estos patrones de infe-



