Algebre Linéaire et Géométrie Vectorielle Chapitre 2 : Résolution de systémes

d’équations linéaires

SECTION 2.1 SYSTEMES D’EQUATIONS

LINEAIRES

Equations linéaires

Déﬁn_ition :

Définition

"’Dé’finiﬁdn

' ordonnée de nombres 55
‘."_vmembres de l’equatlon' oit

. Cette solution est notee le n-uplet ordonne (s as)

Toute équation qui peut étre exprimée sous la forme '
a1x1+a2x2+...+ax =b, ’ '

oua, @ a,, et b sont des constantes réelles est une equatlon_ hnemre Les
variables (ou mconnues) de cette equauon sont Xty X3, 0y Xy dont les

coefﬁclents sont respectivement ay, as, ..., a,.

Une solutmn d’une equatwn Imealre alxl + a2x2 +.. ~§~ a, x ) est une suite

) <i0s 8 telie que, si nous remplagons X par 5h 5
X, par s, dans 1'é quatxon nous obtenons une égahte entre les deux

aIS1 + 025‘2

" I’ensemble-solution d’une equatxon' ".’oteb E -S est l’ensemble de toutes les

solutions de cette équation.

Résoudre une équation linéaire consiste a déterminer I’ensemble-solution de cette équation.

Définition

Définition

les deux membres de chaque équation du systéme.

Un systeme de m equatmns inéaires 4 n vamables xi, xz, xn, noté S est

' constltue de m equanons linealres de la forme .

a“x, +a12x2 +

in-?ct tank +, .

x1+a 2Jc +

ot Ies ay, les coefﬁc1ents des varxables et les b sont des constantes reelles

Une solution d’un systéme d’équations linéaires de la forme
@ tapk, + .. +a,x, =5 Il

S X t+anx+ ... ta,x =b "

¥yt 8%+ ... +a,.x, =h

- est une suite ordonnée de’nombfes'gv;,‘fsz,’ ..., S, telle que, si nous remplagons x;

par s, X par 8, ..., X, par s, dans 1’équation, nous obtenons une égalité entre
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Cette solution est notée par le n-uplet ordonné : (s1, s, ..., S,).
Définition L’ ensemble-solution d’un systéme d’¢ équations, noté E.-S., est 'ensemble de
v .  toutes les solutions du systéme, .. - ’

En général, nous pouvons dire que tout systéme d’équations linéaires de m équations a n
inconnues peut :

e  avoir une solution unique;
e avoir une infinité de solutions;
e n’avoir aucune solution.

Définition ~ Un systéme d:’fé

quatlons hn'ea'
solution. .

n'es est dl’[ campanble 1orsqu 11 a au moms une’

Y'Déﬁniti'on‘ . Unsysteme & équatwns lindaires est dit incompatnble lorsqu 11 n a aucune
. ~ solution. Nous écrivons alors E-S, = @. o
Systémes d’équations linéaires équivalents

‘])_éﬁnitiq@ . Deux systemes d’equatmns hneaxres 81 etSa n variables sont des. systemes
. ' ; ensembla-solunon Cette:

Les trois opérations suivantes permettent de transformer un systéme d’équations linéaires en un
systéme équivalent :
1) permuter des équations (E; <> E,), c’est-a-dire (E; > E;) et (E; — E));
2) multiplier les deux membres d’une équation par une constante &, ot k€ R et k#0
(kE; = E);
3) additionner, membre a membre, une équation a une autre équation dont les deux
membres ont €té multipliés par k, ou k € R (E; + kE;— E)).

Remarque En effectuant les opérations 2) et 3) simultanément sur les équations E; et E;,
nous obtenons k;E; + k,Ei— E;ou k; # 0.
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SECTION 2.3 RESOLUTION DE SYSTEMES
D’EQUATIONS LINEAIRES PAR LA METHODE DE
GAUSS

Introduction a la méthode de Gauss

Les opérations élémentaires que nous pouvons effectuer sur les lignes d’une matrice sont
identiques aux opérations permises pour transformer un systeme d’équations en un systeme
équivalent.

1) permuter des lignes (L; <> L;), ¢’est-a-dire (L; — L) et (Lj = Lj);
2) multiplier une ligne par une constante k,ou k€ R et k#0 (kL;— L);
3) additionner un multiple k, ou k € R, d’une ligne & une autre ligne (L; + kL= Ly).

Méthode de Gauss

Soit le systéeme d’équations linéaires

a,x, +a,x,+ ... +a,x,=b
ayX, +a,x,+ ... +a,x,=b,
a,x,+a,x,+ .. +a,x, =b,

de m équations a »n variables x,,x,,...,X,,.

Nous pouvons exprimer le systéme S précédent sous la forme AX = B, c’est-a-dire

a, ap ai, X b,
ay A4y a,, Xl b,
aml amZ e amn xn bm
Matrice des coefficients Matrice Matrice
des variables  des constantes
Définition 4, @ .. a b
i b -
Lamatrice | %2 %2 - & 12| est appelée la matrice augmentée de S.
g :
L aml am2 oy amn | bm
Définition Une matrice est appelée matrice échelon si le nombre de zéros précédant la

premicére entrée non nulle de chaque ligne augmente de ligne en ligne jusqu’a
n’avoir possiblement que des zéros.

Définition Dans une matrice échelon, le premier élément non nul d’une ligne s’appelle le
pivot de cette ligne. ‘ ' ‘
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La méthode de Gauss pour résoudre un systéme d’équations linéaires consiste a transformer la
matrice augmentée, qui correspond au systeme d’équations, en une matrice augmentée échelon.

Il suffit alors de résoudre le systéme d’équations équivalent a la matrice augmentée échelon en
commengant par la derniere équation et en remplacant la ou les valeurs trouvées dans les
équations précédentes. Nous appelons cette étape la substitution inverse.

Remarque

Remarque

Remarque

Généralement, les variables associées au pivot de chaque ligne sont appelées
variables liées; les autres variables sont appelées variables libres.

Si une matrice augmentée contient une ligne de la forme
: I

N ]
0 0 0 .. 0ik|,onk=#0,

alors le systéme d’équations linéaires correspondant est incompatible et
E.-S.=(.

Si une matrice augmentée contient une ligne de la forme
: “ B

0 00 .. 010},

cette ligne est omise lorsque nous écrivons le systéme d’équations, car elle ne
fournit aucune information sur la valeur des variables.
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SECTION 2.4 RESOLUTION DE SYSTEMES
D’EQUATIONS LINEAIRES PAR LA METHODE DE
GAUSS-JORDAN ET INVERSION DE MATRICES
CARREES

Resolutlon de systemes d’equatlons Imealres
par la méthode de Gauss-Jordan:

La méthode de Gauss-Jordan pour résoudre un systéme d’équations linéaires consiste d’abord a
transformer la matrice augmentée, qui correspond au systeme d’équations, en une matrice
augmentée échelon.

Ensuite, cette matrice augmentée échelon doit encore étre transformée afin d’obtenir une matrice
augmentée échelon de Gauss-Jordan.

Définition

Une matrxce echelon est appelee ‘matrice échelon de (

uss-Jordan si elle

az:). Cet el.émerfr:
 trouve.

Inversion de matrices carrées
La méthode de Gauss-Jordan, utilisée pour résoudre un systéme d’équations linéaires, peut étre

adaptée pour déterminer ’inverse d’une matrice carrée si cette matrice est inversible.

La méthode de Gauss-Jordan pour trouver I’inverse d’une matrice carrée A lorsque cette matrice
est inversible consiste a écrire une matrice augmentée de la forme [A : I] et de la transformer, si

c’est possible, a I'aide des opérations permises, de maniére a obtenir une nouvelle matrice

augmentée de la forme [I I B] , ¢’est-a-dire

a4y A, El 0 0 0 Ebll b, In
ay dp @, :0 1 0 0 :bZI by, b,,
. . . EE . . . i . . . b
aml am2 amn iO 0 0 0 . l ibml bm2 bmn
L x I J L 1 ]
ouB=A".
Définition Une matrice carrée est dlte régulnere ou non singnliére lorsqu’elle est

inversible. . .
* Une matrice carrée est dlte smgul ere lorsquelle n’est pas inversible.
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SECTION 2.5 SYSTEME HOMOGENE
D’EQUATIONS LINEAIRES

Définition ~ Tout systéme de m équations a » mconnues de la forme
anx1 +a12x2 o +aln . F:O .

est appeIe systéme homogéne @’ équations linéaires.

Dans un systéme homogéne d’équations linéaires, toutes les constantes bi sont nulles. Nous
avons alors sous la forme de 1’équation matricielle

dy By s Gy || X 0
Ay Gy e Gy || Xy | 0
B oz s Gy | X, 0
D’ou AX =0.
‘Définition
Déﬁnit:i:on; t‘k'j . ations hnéa1res est cht independant lorsque la
. solutwn trmale est la seule solunon du systeme . . L l
Définition ,
o »d’autres soluuons que | las lution triviale
I héoréme Tout systeme homogene d’équations linéaires ou le nombre de variables est
1 supérieur au nombre d’équations posséde une infinité de solutions réelles.



