Partielle Integration

1 Motivation

Eine der wichtigsten Methoden der Integralrechnung ist die partielle Integration. Mit ihr lassen
sich Funktionen integrieren, die ein Produkt zweier Funktionen sind. Einige Beispiele hierfiir sind
fi(z) = z -sin(z) oder fo(x) = 22 - e®. Aber selbst die Stammfunktion von f3(x) = In(z) lisst sich
durch die partielle Integration sehr einfach finden.

2 Partielle Integration

2.1 Von der Produktregel zur partiellen Integration

Aus der Produktregel der Differentialrechnung einer Funktion der Form f(x) = u(x) - v(z) wollen
wir die Formel der partiellen Integration gewinnen:
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Restintegral

Integration: [ da

Die letzte Gleichung ist die Formel der partiellen Integration. Der Subtrahend [ u(z)-v'(z)dx wird
als Restintegral bezeichnet.

2.2 Beispiel: f(z) =z - In(zx)

Gegeben ist die Funktion f(z) =
des unbestimmten Integrals F'(x)
partiellen Integration:

z - In(x). Gesucht wird ihre Stammfunktion, also die Losung
= [ f(z)dz = [z -In(z)dz. Wir lésen dieses Problem mit der

1. u’v-Bestimmung: Zunichst wihlen wir dafiir: «/(z) = « und v(x) = In(z).

2. uv’-Berechnung: Um die Formel nutzen zu kénnen, benétigen wir eine Stammfunktion

von u'(x) = z, nach Potenzregel der Integralrechnung, u(x) = %:L‘Z, und die Ableitung von

v(z) = In(z), nach der Inversionsregel der Differentialrechnung, v'(z) = 1.



3. Einsetzen in die Formel der partiellen Integration liefert:

_ 1. B B M _/1
/.7: In(x)dx = 5% In(x) /2.7, gcdx— 5% In(x) Qxda:

4. Restintegral auswerten: Durch Berechnung des Restintegrals [ %xdm = %xQ erhalten wir

eine Stammfunktion F(x):
1 1
F(z) = =2 -In(z) — ~2?
() = 32* In(a) - 5
5. Integrationskonstante addieren: Da eine Stammfunktion nur bis auf eine Konstante C'
genau bestimmt werden kann, miissen wir das erhaltene Ergebnis mit einer Integrationskon-
stanten C' addieren.

1 1
F(x) = §m2 ‘In(z) — 11‘2 +C

Uberpriifen wir unser Ergebnis, indem wir die Stammfunktion ableiten:

1 1 1 1 1 1 1 1
F'(z) = (§x2-ln(m)—1x2+0)’ = 2§x~ln(m)+§x2-;—21x+0 = x~ln(m)+§x—§x =z -In(z) = f(x)

Die Ableitung der Stammfunktion ergibt die Ausgangsfunktion f(z). v/

3 Methode: Integration mit Hilfe der partiellen Integration

Aufgabenstellung: Bestimme die Stammfunktion der Funktion f(z) = /() - v(z).

1. u’v-Bestimmung

2. uv’-Berechnung

3. Einsetzen

4. Restintegral auswerten
5

. Integrationskonstante addieren
(Dieser Schritt wird bei der Berechnung bestimmiter Integrale weggelassen.)

Beispiel 1: Bestimme die Stammfunktion der Funktion f(z) =z - e”.

1. u’v-Bestimmung;:

flx)=¢"-x

o' (z)=e" v(z)==

2. uv’-Berechnung:

u(x) = e* v'(z) =1



3. Einsetzen:

/g”f-ggd;c:e”’-x—/e""*ldx:x'ex—/exdx

4. Restintegral auswerten:
F(w):xoewf/ewd:r:xoewfew

5. Integrationskonstante addieren:

Fl)=z-e"—e"+C

Beispiel 2: Bestimme die Stammfunktion der Funktion f(z) = sin®(x).

1. u’v-Bestimmung;:

f(z) = sin(z) - sin(z)

v (z) = sin(x) v(z) = sin(x)
2. uv’-Berechnung:
u(z) = — cos(x) v'(z) = cos(w)
3. Einsetzen:
/sin(:z;)~sin(x)d:1: =— cos(:z;)~sin(x)—/ (— cos(z))-cos(x)dx = — cos(x)-sin(z)+/cos2(m)dx
4. Restintegral auswerten:
F(z) = —cos(x) - sin(x) + /cosz(x)d:v

F(z) = —cos(x) - sin(x) + /(1 — sin?(z))dx

F(z) = —cos(x) - sin(x) + x — /sinZ(z)da:

F(z) = —cos(x) - sin(z) + x — F(x) |+ F(x)
2F (z) = —cos(x) - sin(z) + z |:2

F(z) = —%(— cos(z) - sin(x) + x)

5. Integrationskonstante addieren:

Plz) = —%(— cos(z) - sin(z) + z) + C

Bemerkungen: Bei manchen Funktionen muss die partielle Integration 6fter angewandt werden, um
das Integral zu l6sen.
Die richtige Wahl von u(x) und v(z) ist wichtig, da diese massiv das Restintegral beeinflussen.



4 Ubungsaufgaben

4.1 Unbestimmte Integrale

Bestimme die Stammfunktion folgender Funktionen:
1. fi(z) =z - sin(x)
2. fa(x) = sin(z) - cos(x)
3. fa(z) =1In(x)
Losung:
1. fi(z) =z - sin(x)
Fi(z) = /:c -sin(x)dx = —cos(z) - © — / (—cos(z)) - 1dz
Fi(z) = —cos(x) -z + /cos(x)dm = —cos(x) -z +sin(z) |mit Integrationskonstanten addieren

Fi(z) = —cos(x) - x + sin(z) + C

2. fa(z) = sin(x) - cos(x)

Fy(x) = /sin(:L') - cos(x)dx

Fy(x) = sin(x) - sin(z) — /sin(l') - cos(x)dx
Fy(x) = sin®(z) — [ sin(z) - cos(z)dx
Fy(x) = sin?(z) — Fy(x) | + Fo(x)
2-Fy(x) = sin®(z) |:2
Fy(x) = %Sinz(x) |mit Integrationskonstanten addieren
Fy(z) = %Sin2(x) +C

Hinweis: Alternativ hitte man auch zuerst sin(x) integrieren und cos(x) ableiten konnen.

Man kommt dann auf das Ergebnis F»(z) = —3 cos?(z) + C. Beide Ergebnisse sind richtig,
was man leicht durch Ableiten {iberpriifen kann. Sind beide Lésungen auch dquivalent? Um
die Antwort auf diese Frage geben zu konnen, muss beachtet werden, dass die Stammfunktion
bis auf eine Konstante genau bestimmt werden kann. (Daher bei Stammfunktionen immer
eine Integrationskonstante addieren!)

Mit dieser Information ist die Antwort klar: Ja. Wegen

=C

—
1 1 1 1 1 1 1 ~
B sin?(z)+C = 5(1—0052(33))4—0 =575 cos?(z)+C = ~5 cos?(z)+C + 3=73 cos?(x)+C



unterscheiden sich die beiden Lésungen lediglich um eine Integrationskonstante. Da die Stamm-
funktion aber wie beschrieben nur bis auf eine Konstante genau bestimmt werden kann, sind
beide Losungen dquivalent.

3. fs3(z) = In(z)
Fs(z) = /ln(x)dm =1-In(z)dz
Fs(z) =z -In(z) — /1 . %dx

F5(z) =2 -In(z) — / lde =z -In(z) —x |mit Integrationskonstanten addieren

Fs(z)=z -In(x) —2+C

4.2 Bestimmte Integrale 1

Berechne die bestimmten Integrale:

1. [z cos(z)dx
0
1
2. [ tan(z) —z-edx
1

a
Hinweis: Fiir punktsymmetrische (ungerade) Funktionen f(z) gilt: [ f(z)dz =0

Losung:
1. [z cos(z)dx)
0

T K

/;L' -cos(x)dx = sin(x) - x : - /sin(m)dm

0 0
- [sin(x) r+ COS(JJ)L

—[0-1-(0+1)==2

T

1
2. [ tan(z) —z - eda
S

1 1 1
/tan(m) —z-e¥dx = /tan(m)dm - /sc ce¥dx
21 21 1



1

(a) [ tan(z)dz: Da dieses Integral allein mit der partiellen Integration nicht gelst werden
1
kann, nutzen wir den Hinweis und testen die Funktion f(z) = tan(z) auf Punktsymme-

trie:
f(=a) = ~f()
tan(—x) = tan(z)
DS o) = i) =
— sin(z) _ —sin(x)
cos(z) cos(x)

~ f(=x) = =f(x)v

flz) = % ist damit punktsymmetrisch, damit gilt nach dem Hinweis:

1
/tan(x)dx =0
41

(¢) Gesamt:

1

2
m/tan(x)—mf‘”dx:O—f:—
e
1 —

2
e

4.3 Bestimmte Integrale II: Das Integral: [ 2" - e “dx
0

Untersuche das bestimmte Integral [ 2" e “dz,n € N:
0
1. Setze die Ordnung n = 0 und lose das bestimmte Integral.

2. Setze die Ordnung n = 1 und l6se das bestimmte Integral.

3. Setze die Ordnung n = 2 und lose das bestimmte Integral.



4. Setze die Ordnung n = 3 und l6se das bestimmte Integral.
5. Setze die Ordnung n = 4 und lése das bestimmte Integral.

6. Setze die Ordnung n = 5 und l6se das bestimmte Integral.
o0

7. Lose das bestimmte Integral [ 2™ e *dz,n € N ganz allgemein.
0

oo
Losung: Untersuche das bestimmte Integral [ 2" e *dz,n € IN:
0

1. Setze die Ordnung n = 0 und l6se das bestimmte Integral.

/xo-e_mdxz/e_zdx: [—e‘x} =-0-(-1)=1
0 0 0

2. Setze die Ordnung n = 1 und l6se das bestimmte Integral.

/x1~e*$dm:/w~e*xdm:f -z / 1dx—/e*””dac:l
0 0 \—v—/ 0 0

——0—(—0)=0 ——

3. Setze die Ordnung n = 2 und 16se das bestimmte Integral.

(o) o0 o o0 oo
/x2-efmdx=/x2-(frd3:=—efz-a:Z —/(—efx)-Qxdxz '/1"67md$: 1=2
0 0 —_2 0 0
=—0—(—0)=0 T
4. Setze die Ordnung n = 3 und 16se das bestimmte Integral.
/x?’-e_"”d:c = /x3~e_"‘dac =— -z / ).32%dx = 3- / e Fdxr =3-2-1=3!
0 0 %,_/ 0 0
=—0—(-0)= —_—
=2.1
5. Setze die Ordnung n = 4 und l6se das bestimmte Integral.
/x4-e_””dx = /w“e”’dw = — Cxt / 4x3dx =4. / e Tdxr=4-31=4!
0 0 \_/—-/ 0 0
=—0—(-0)= ——
=—0-(-0= =3-2-1=3!



6. Setze die Ordnung n = 5 und lése das bestimmte Integral.

/xs'e*wdx = /:c5~e*’cdm =—eT.2% - /(—e*"’”)~5x4dx = 5-/w4 -e %dxr =5-41=5!
0 0 —_— D 0
——0—(—0)=0 —

=4!

7. Lose das bestimmte Integral [ z" - e~ *dz,n € IN ganz allgemein.

0
o0 o0 o0 o0
oo
/x"-e"”dw = /x"-e‘"’dw =—e T 2" = /(—e_x)-n-x"_ldm = n-/x"‘1 e "dr =n-(n—-1)! = n!
0 0 —_—2 0 0
=—0—(—0)=0 —

=(n—1)!

Die Durchfithrung der partiellen Integration in der Ordnung n liefert den Faktor n multpliziert
mit dem Integral der Ordnung n — 1. Dieses Integral der Ordnung n — 1 wird dann ein Faktor
n — 1 multipliziert mit dem Integral der Ordnung n — 2 liefern usw. Sobald die Ordnung 0
erreicht wird, erhdlt man nurnoch einen Faktor 0! = 1.



