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Resumen. Este articulo reporta el trabajo de estudiantes de octavo y noveno grado, cuyas
edades oscilan entre los 13 a 15 afios, en la solucién de un problema de optimizacién, en
donde la modelacion en Cabri Géomeétre juega un papel protagdnico, ya que les permitié
llegar a conclusiones y generalizaciones como la relacién existente entre los lados de un
triangulo, la relacién entre el area y el numero de lados de los poligonos, entre otras, que
no fueron posibles con lapiz y el papel. Se comentan las estrategias y procedimientos que
siguieron los estudiantes y se destaca la importancia de la mediaciéon instrumental a través
de la modelacion en Cabri en el proceso de verificacion de la solucion del problema.

Introduccion

El incorporar la tecnologia en la clase de matematicas ofrece nuevas estrategias para la
solucion de situaciones problematicas y se constituye en un nuevo entorno para la exploracién
y la sistematizacion. En especial, el acceso a la manipulaciéon directa que ofrecen los sistemas
de geometria dinamica como el Cabri GEometre en donde sus caracteristicas de capacidad de
arrastre, la huella que deja la figura cuando se arrastra y la animacioén, permiten crear un
ambiente experimental en el aula, dando la oportunidad de modelar, simular, observar,
conjeturar, predecir y generalizar (MEN, 2000). En los sistemas de geometria dinamica se
conciben los objetos geométricos como el resultado de una modelacion computacional de
determinados conceptos geométricos, y las actividades disefiadas deben conducir al estudio de
las propiedades invariantes que poseen determinadas construcciones geométricas y que el
estudiante puede manipular (Gonzalez-Lépez, 2000).

Teniendo en cuenta estas ideas, presentamos en este trabajo los resultados de las
experiencias obtenidas con estudiantes de octavo grado del Centro Educativo Las Américas y
de noveno grado del INEM quienes se enfrentaron a la solucion del siguiente problema:
encontrar un poligono (rectangulo, triangulo, ...) que teniendo un perimetro fijo de 120 metros
encierre la mayor area.

En el transcurso del articulo se narra el desarrollo de la actividad, algunas soluciones dadas al
problema y las conclusiones que nos permiten dar cuenta de cémo la calculadora se convierte
en un mediador cognitivo para que el estudiante, utilizando especialmente la modelacién en
Cabri, verifigue la solucién del problema y plantee nuevas hipétesis y generalizaciones que lo
conduzcan a potenciar su razonamiento matematico y a comprender significativamente
conceptos que dificilmente pueden asimilar en este grado y en esta edad con los medios
tradicionales del lapiz y el papel.
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Marco de referencia

Los conceptos de numero y figura son apenas dos ejemplos de las numerosas abstracciones de
los objetos matemaéticos, por eso la necesidad de representarlos para poder referirnos a ellos.
Varios de los conceptos matematicos se han tenido que representar de otra manera para poder
“visualizarlos”, y es por ello que a veces se utilizan diferentes sistemas de representaciéon para
referirlos; generalmente se habla de la representacion grafica, numérica o algebraica, pero, las
formas de representacion de un objeto son inagotables, y cuanto mas sistemas de
representacion se trabajen, se comprenderd mejor un concepto matematico en toda su
dimension (MEN, 1999).

Las nuevas tecnologias tales como las calculadoras algebraicas ofrecen nuevos espacios para
otras representaciones, en las cuales el estudiante puede simular y modelar situaciones
matematicas dificiles de reproducir en las tecnologias tradicionales del lapiz y papel. Por
simulaciéon estamos denominando una representacion visual de un fendbmeno o proceso con
mayor o menor fidelidad perceptual, sin intervencion del modelo formal del fenébmeno o del
proceso. Por su parte, una modelacién es una representacion formal de un proceso o de un
fendmeno a través de expresiones cualitativas o cuantitativas de las relaciones entre variables
que describen el proceso o fendmeno, expresiones que son susceptibles de manipular (Duarte,
1997)

A través de la modelaciéon en la calculadora el estudiante puede realizar actividades de
exploraciéon en las que es posible manipular directamente las representaciones de los objetos
matematicos y sus relaciones, y en las que él puede construir una vision mas amplia y mas
potente del contenido matemaéatico. La modelacidon de ciertas situaciones problematicas en la
calculadora se convierte en un elemento muy importante para su solucién y para la
construccio n de conceptos matematicos.

Metodologia

A los estudiantes se les presento la siguiente situacion problematica, para que ellos trabajaran
inicialmente sin el uso de la calculadora acudiendo a diferentes estrategias para resolverla.
Para que no fuera un obstaculo el desconocimiento de las formulas del perimetro y del area de
cada uno de los poligonos, éstas se dieron en el enunciado del problema.

Situacioén problemaéatica

Dado un perimetro fijo de 120 metros, entre los siguientes poligonos: triangulo, triangulo
equilatero, rectangulo, cuadrado, ..., ;cual encierra la mayor area?

Algunos estudiantes abordaron el problema utilizando un cordel (pita) de 120 cm y clavaron
estacas en la tierra para representar cada uno de los poligonos sugeridos; tomaron varias
longitudes para cada lado en cada caso y almacenaron los datos en tablas. Para el caso de la
circunferencia la mayoria tomd inicialmente como radio del circulo los 120 cm, pero
posteriormente cayeron en cuenta que esta longitud correspondia al perimetro y que era
necesario encontrar el radio utilizando la ecuacién que se les habia dado inicialmente; después
de socializar la experiencia, la mayoria concluyé que el poligono que encierra la mayor area
con un perimetro fijo es el circulo, pero no hubo un acuerdo general sobre cual era el area mas
exacta y algunos aun pensaban que podia ser el cuadrado o un rectangulo; a raiz de estas
inquietudes surgio la idea de trabajar la solucion del problema utilizando la calculadora; los
estudiantes argumentaron que a través de ésta podian tener mas representaciones del
mismo poligono, tomar una mayor cantidad de datos con mas exactitud y precision, ademas
de utilizar otras cantidades no enteras, como lo habian visto y trabajado en la actividad de la
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Otros grupos solamente utilizaron lapiz y papel. La mayoria de ellos pensaba que el poligono
de mayor area tenia que ser el cuadrado, descartando de entrada el rectdngulo y el triangulo;
posteriormente esta idea fue contrastada con los calculos numéricos. En el desarrollo de la
actividad, el calculo del area del triangulo fue el que presentd mayor dificultad, puesto que no
tenian la altura, por lo que fue necesario suministrarles la férmula de Heron.

Una vez terminada esta actividad, se les entreg6 la calculadora para que con ellay en grupos
de dos, resolvieran el problema. Se les indicé que por el tamafo reducido de la pantalla,
tomaran 1 centimetro por cada 20 metros. Hicieron laproporcion y tomaron 6 centimetros
para el perimetro.

Soluciones de algunos grupos

La mayoria de los grupos, realizé construcciones similares a la siguiente:

1. Representaron el perimetro de 6 cm como el | [} iiz F N ) ) ) A ]
segmento AB. Tomaron dos puntos sobre éste y los Perinetros 6. 00B000DDGE0CH
llamaron Cy D. s Areat 1.59430286705cmz2

© g ... RC1Z,37931034483cm
= LE 1, 58620689655k

2. Construyeron las circunferenciasC; con AE: 2. 034482758620
centroen Ay radioCD,y C,con centro enCy o+

radio DB. Hallaron el punto de intersecciéon E entre : ; |
C, y C,. Con estainformacion construyeron el A § _f C g B
triangulo ACE. FAAIN TLa ATl TURL

3. Calcularon el perimetro, la longitud de cada lado y el area del triangulo ACE. Se dieron

cuenta de que al mover el punto C o el puntoD sobre el segmento AB, se generaba una
familia de triAngulos de perimetro 6 cm y &reas diferentes, siendo la maxima cuando el
triangulo es equilatero (1.73205080757 cnt).

La siguiente construccion realizada por un estudiante refleja el progreso en la argumentaciéon y
justificacion dada al problema.

Estudiante 1 (14 afios): Hago un segmento con 6 cm de longitud y lo llamo AB. Luego pongo
dos puntos sobre ély losllamo C y D. ¢Por qué? Porque este es el perimetro que debe
tener el tridngulo. Los puntos son para partir en 3 el segmento.

Con la distancia AC hago una circunferencia con centro en Ay la llamo C,; tomo la distancia
CD y hago una circunferencia con centro en C y la llamo C,; tomo la distancia de DB, hago la
circunferencia con centro en A y la llamo Cs. Hallo el punto de interseccion entre C, y Csz vy
lo llamo E. (Por qué?, uso circunferencias porque hay que transferir en sus radios la medida
que deben tener los lados del triangulo y este no modifique su perimetro al mover C o D. El
punto de interseccién E, es porque esta interseccion es el vértice tercero del triangulo junto
con A y C. Oculto las circunferencias y trazo el poligono que pasa por los puntos A, Cy E.
Le hallo perimetro, area y longitud de sus lados. ;Por qué?, porque necesito despejar para
hacer el triangulo mas facil. Mido para verificar y buscar la mayor area y que el perimetro sea
siempre 6 cm.
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A continuacion, se muestran otras construcciones realizadas por los estudiantes.

Algunos grupos almacenaron los datos de variacién de cada uno de los lados y el area, lo cual
les permitié afirmar con mayor seguridad que el triangulo de mayor area con un perimetro fijo
dado es el triangulo equilatero.

La construccion del triangulo no presenté mayor dificultad, debido a la experiencia previa con
el cordel y al trabajo con regla y compas.

Construccion del rectangulo:

1. Representaron el perimetro como el lWJ AEA LT - ‘lp
segmento ZB; escogieron un punto C del mismo. Perimetros £. BOECROROREECN
Hallaron el punto medio X del segmento ZC vy el : Areat 1, 94560047562cm2
punto medio V del segmento CB, siendo ZX y CV las mfﬁg: E: ﬁgg‘gég;ﬁ;‘zm

medidas de los lados del rectangulo. f !

” 'N ...................................
! +
2. Transfirieron la medida del segmentoCV a la K.
. T - £ X C v B
semirrecta que inicia en Zy es perpendicular aZB. : !
A este punto lo llamaron M. Hilke BEG AUITE FIIRE
3. Trazaron una perpendicular a la semirrecta ZM por M, y encontraron el puntoN de

interseccion entre esta perpendicular y la perpendicular a ZB que pasa por X; con esta
informacion construyeron el rectangulo ZXNM.

ca | e
E: iH Ferinetro=6, DBGH 4. Calcularon el perimetro y verificalon que éste no variaba al
S N &r‘f;:ﬂi;;;*ma """""" desplazar el punto C a lo largo del segmento ZB, y que se
' FH=0. 91cn generaba una familia de rectangulos de perimetro fijo. Calcularon
Se ihLeve C el area, la longitud del lado ZX al que llamaron base y la longitud
del lado XN al que llamaron altura y concluyeron que el cuadrado
A e o . B es el rectangulo de area maxima (2.25 cm?). El hecho de cémo la
I ] construccion de un rectangulo los lleva a observar toda una familia
(T — AT i de rectangulos pasando por el cuadrado, y ver que so6lo hay uno

cuya area es maxima, los llevé a concluir que sin la calculadora
todas estas variaciones y conclusiones dificilmente hubieran sido observables.

El estudiante 1 realiz6 la siguiente construcciéon: Hago un segmento con 6 cm de longitud y lo
llamo AB. ¢Por qué? Porque 20 metros equivalen a 1 centimetro y 6 centimetros equivalen a
120 metros y porque luego éste debe ser el perimetro del rectangulo. Luego le pongo un
punto que esté sobre él en cualquier parte, lo llamo C. ;Por qué?, porque es para partir el
segmento en dos. Pongo punto medio entre A y C vy otro punto medioentreCy B
llaméandolos Dy E respectivamente. ;Por qué?, para partir en 4 el segmento siendo dos
partes iguales y otras dos iguales.

Con la distancia entre A y D hago una circunferencia con centro en Ay la llamo C4, luego
tomo la distancia CE y hago C, con centro en A también. ;Por qué?, porque es para

transferir la medida en sus radios, de la medida de los lados del rectdngulo préximo a
construir.
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Trazo una recta perpendicular al segmento AB que pase por el punto A y la llamo L1, luego
hallo el punto de interseccion entre C> y Li Yy lollamo F, luego entre el segmentoy C1 vy lo
llamo G. ¢Por qué?, asi hallo el primer angulo de 90° util para el rectdngulo y el punto F es
porque asi transfiero la altura que es el radio de C,, el punto G para el ancho (radio de C,).

Trazo una recta perpendicular a L, que pase por F y la llamo L,. Luego una recta paralela a L;

que pase por G y la llamo Lz. Hallo el punto de interseccién entre L, y Lz y lollamo H.
¢Por qué?, asi con L, hallo el segundo angulo de 90°, con L3 el tercero y el cuarto, asi
completo el rectangulo. H es el vértice superior derecho.

OcultoC4, C5, L1, Lo, L3 y el punto D. Trazo el poligono que pase por los puntos A, F, H, G.
Hallo su perimetro y mido sus lados. También el area. {Por qué?, las oculto porque necesito
facilitar el trabajo. Mido el poligono para saber si esta bien o no y buscar su maxima area.

Al mover el punto C, el perimetro no cambia. El rectangulo modifica su forma, cambian las
longitudes de los lados y el area siendo la maxima cuando es un cuadrado con 2.25 cm?.

Esta fue la construcciéon en la que mayor dificultad se encontrd, especialmente con estudiantes
de octavo grado, quienes inicialmente construyeron un rectangulo fijo; en este caso se
necesito de la orientacion del profesor.

Algunos grupos construyeron primero el cuadrado de la siguiente manera:

1. Transfirieron la medida 6 cm a la semirrecta
AB, hallaron el punto medio Q del segmento AB y
los puntos medios Ty R de cada segmento AQy

Perim: 6. 00cm

QB, respectivamente; trazaron perpendiculares por : : fireat 2, 25cn?

Ay T, y semirrectas sobre estas perpendiculares M: ]

con puntos iniciales enA y T. .

2. Llamaron M y N a los puntos generadospor |(( | 1
la transferenciade las medidas QR y RB sobre las A: T gl.o0cm 1. S0cm g
semirrectas. Representaron el poligopnoATNM T e wT T

calculandole su perimetro y su area.

En esta construccion encontraron que ningun punto del cuadrado se dejaba arrastrar, lo que
les permitié afirmar que solamente se podia construir un Unico cuadrado de perimetro fijo 6
cm. Cabe anotar que tan pronto el estudiante realiza una construccion en Cabri busca mover
algun objeto geométrico que le permita explorar y de esta manera encontrar invariantes.

Construccion de la circunferencia

Esta fue la construccién mas facil y rapida, puesto que en la actividad realizada con papel,

lapiz y cordel, mediante el uso de la ecuacion P = 2 p r habian realizado las operaciones
necesarias para hallar la longitud del radio. Observaron que con el perimetro dado, solamente
podian construir una uUnica circunferencia, cuyo radio es de 0.95492965855 cm y area
2.8647889756 5 cn?.

La mayoria de estudiantes realiz6 la siguiente construccion:
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1. Con el editor numérico representaron los 6 cmy
calcularon el radio tomando este niumero y dividiéndolo
por 2 p .

2. Transfirieron este resultado a la semirrecta ABy A Ch E
construyeron la circunferencia con centro en A y radio
AC. R:0.9549

HMAIW DEG BlTH FHHC

Otras construcciones de los estudiantes se presentan a continuacion:

L | ; i
- --"’[-i' LR L L = Y v = o v | ‘:l,_,_J,'.-,:H-l‘iLE:J,z.I,{_
Perimetro=n=dianetro Frea=2, BFoni
E=ncdiametro ,.-f’f—_\\ Radicsil. 95cn

Hzllamos &l punlo medio del diametro

Diametro=t n Perinetro=6,00cn
=R .91 [n]} [Z] ci &=2mr
FPerai, 30en r=6-(2x)
AressZ,B6end \:"j R0, 95

que viens a ser el centro de la
circunferéncisa

[EiC] ¥EG SFFRAK FUHC HFi LG §FFEOT TLBL

Todos encontraron que el poligono de perimetro fijo 6 cm que tiene mayor area es la
circunferencia.

Observaciones

Gracias al dinamismo y a la facilidad de exploracion de Cabri, ademas de verificar la solucion
del problema, los estudiantes encontraron que:

8 en la construccion del triangulo existe una relacion entre las medidas de los lados del
tridngulo, permitiendo asi hablar de la desigualdad triangular.

8 la hipotesis inicial, segun la cual, si el perimetro de un poligono no varia el area
tampoco varia, era falsa.

8 con un perimetro fijo, entre los diversos poligonos el que siempre tiene mayor area es
el regular.
8 con un perimetro fijo, al construir poligonos regulares, a mayor niumero de lados

mayor area.

Otras conclusiones que resaltan la mportancia del uso de la calculadora en la clase de
matematicas fueron expresadas por los estudiantes asi:

8 Sin la modelacién en la calculadora hubiera sido mas dificil verificar y comprender
mejor la solucién del problema, porque tendriamos que haber hecho muchas construcciones,

hubiéramos tenido menos precision, gastado més tiempo y méas papel y no habriamos llegado
a otras conclusiones.

8 El proceso con lapiz y papel es mas tedioso, y varias de las preguntas planteadas en
toda la situadon de la construccion no las habriamos podido responder o plantear porque no
existe la posibilidad de movimiento y de interaccion con el problema.
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8 El trabajo con la calculadora ha contribuido a mejorar las relaciones personales entre
los estudiantes y entre estos y el profesor, ademéas de habernos ayudado a mejorar en otras
areas, puesto que ahora somos méas ldgicos, nos atrevemos a preguntar, nos ha ayudado a
aprender a pensar y tenemos en general una vision diferente.

8 Manejamos con claridad mas conceptos y utilizamos el lenguaje propio de las
matematicas; ya no hablamos de una raya de un punto a otro, sino de un segmento entre dos
puntos, y hemos descubierto otras relaciones entre los objetos geométricos.

8 Aprendimos a trabajar con la tecnologia y hemos aprendido a investigar de una
manera mas sencilla y practica; podemos explorar lo que pensamos y no sélo esperamos
instrucciones.

Esta experiencia muestra que, con la mediacion instrumental y el uso de la modelacion con
Cabri o de un software de geometria dinamica, los estudiantes enfrentan una situacion
problematica con mayores posibilidades de contrastar hipotesis, de cambiar sus estrategias de
trabajo, de relacionar ideas y conceptos, argumentar, plantear nuevas preguntas, dar mas
ejemplos y contraejemplos, mejorar su lenguaje, cambiar de un sistema de representacion de
un objeto matemaéatico a otro y mejorar las relaciones interpersonales entre todos los miembros
de la comunidad académica.
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La calculadora como re-disefiadora de la finalidad del trabajo del profesor

Jaime Humberto Romero Cruz & Martha Alba Bonilla Estévez

Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Bogota

Resumen. Aceptando como principios que “todo acto cognitivo estd mediado por un
instrumento que puede ser simbdlico o fisico” y que “los instrumentos son potenciadores de
reorganizacion cognitiva y de las relaciones sociales”, abordamos las percepciones que
manifiestan profesores en ejercicio y estudiantes para profesor de matematicas acerca de
las transformaciones de las situaciones didacticas,en un aula gestionada por resolucién de
problemas, dada la presencia de un instrumento como la Calculadora Tl 92. Por ello nos
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proponemos dar respuesta a la siguiente pregunta (cémo se relaciona el modelo didactico
asumido por el profesor con su comprension de la intencionalidad de la Tecnologia
encarnada en la calculadora (TEC)?

Introduccion

Este escrito pretende aportar algunas evidencias, sobre las posibilidades que el trabajo con
la Tecnologia brinda para transformar la finalidad del trabajo del profesor de matemaéticas
en el aula, la que asumimos como la de “ayudar al estudiante a entrar en una cultura
matematica escolar, en la que se privilegia la comunicacion de ideas”. Esta finalidad la
ligamos a la intencionalidad incorporada en un instrumento dialogante -como lo es la
calculadora T1-92 con el que se puede construir unas ciertas matematicas. Analizamos las
percepciones particulares sobre los cambios de las relaciones didacticas adjudicadas al uso
de la calculadora en el aula de matematicas, explicitadas por profesores o estudiantes para
profesor que participaron directamente en el propdsito de incorporar la calculadora Tl 92
como instrumento de mediacion en aulas de clase de nateméticas. Ademas describimos
algunas condiciones que favorecieron el surgimiento de la percepciéon de dichas
transformaciones, y construimos a partir de alli, una hipodtesis plausible de relacion entre el
modelo didactico del profesor (normativo, apropiativo) y la apropiacién de las gramaticas
incorporadas en la TEC.

Analizar esas relaciones, explicitadas por profesores en ejercicio y estudiantes para
profesor, que se encuentran sensibilizados, algunas veces convencidos, de las posibilidades
didacticas de la maquina y su pertinencia para el desarrollo del pensamiento matematico en
los escolares, es un trabajo que puede ser util para los formadores de profesores que
pretenden transformar la cultura matemética escolar, asumiendo que el uso del recurso
tecnoldgico es fundamental para pasar de un curriculo centrado en contenidos, a uno
centrado en la resoluciéon de problemas (MEN, p.34).

Aspectos protocolares y metodoldgicos de la investigacion. En la fase piloto del Proyecto
Incorporacion de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacion Bésica
Secundaria y Media de Colombia, coordinamos el trabajo con una profesora de cada uno de los
colegios Heladia Mejia (jornada de la mafiana), Rodrigo Lara Bonilla, (jornada de la tarde) y
Unidad Basica Rafael Uribe Uribe(jornada de la mafana). La formacion en el manejo de la
calculadora y en la gestion de clase con su presencia, se ha realizado a través de talleres
ofrecidos por el MEN, de reuniones semanales del grupo en las que se discuten y se disefian
actividades de aula y se estudian topicos necesarios para el proyecto. La puesta en accion ha
contado con la presencia de una profesora durante casi dos afios, mientras que las otras se
vincularon hace un afio. Al mismo tiempo, como estrategia de formacién, intervinieron
haciendo practica, estudiantes para profesor en los mismos grados en los que acompafian a las
profesoras que implementan el proyecto en octavo, noveno y décimo.

Ademas del intercambio establecido durante su transcurso, al finalizar este periodo de
trabajo, realizamos tres entrevistas no estructuradas: una, con las tres profesoras; otra,
con un grupo de tres practicantes y la otra dirigida a tres estudiantes de pasantia.
Recurrimos a esta forma de indagacién, en lugar de observar clases o de analizar
actividades, porque no se trata de describir o comprender lo que “realmente pasa” sino
explorar percepciones que las profesoras y estudiantes para profesor pueden hacer
explicitas. Por ello, en el proceso de analisis de la informacién primero agrupamos las
evidencias de los cambios percibidos por los participantes en el estudio y luego
categorizamos dichas evidencias, para construir desde alli, una hipo6tesis plausible que
explica la complejificaciéon de las percepciones.

El sustento del tratamiento de la informacion, la fenomenografia, (Marton, 1981) se basa en
que ...en la comprensidon que tiene la gente sobre fendmenos, conceptos y principios,
encontramos repetidamente que cada fendmeno, concepto o0 principio puede ser
comprendido en un numero limitado de formas cualitativas diferentes y su objeto es
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categorizar esas formas en las que se experiencia o0 se piensa algun fendmeno, las
relaciones entre los seres humanos y el mundo que los rodea, como contenidos de
pensamiento.

Ejes conceptuales

Puesto que las tecnologias modifican los entornos socioculturales (Moreno y Sacristan,
2002), los entornos escolares, socialmente construidos, han de afectarse en presencia de
instrumental proveniente de nuevas tecnologias. Especificamente, habra cambios en las
situaciones didacticas (6 relaciones didacticas, denominadas algunas veces por nosotros)
que Brousseau, (1988) citado por Douady (1995, p. 250) concibe como el

..conjunto de relaciones establecidas explicita e implicitamente entre un alumno o grupo de
alumnos, un cierto medio (comprendiendo eventualmente instrumentos u objeto) y un sistema

educativo (el docente) con el fin de que los alumnos se apropien de un saber constituido o en
vias de constituirse

Por ejemplo, las investigaciones de Moreno y Waldegg (2002) aecrca del uso vy
potencialidades de la calculadora simbdlica y graficadora (como la Tl 92 plus) en las aulas
de matematicas, la muestran como instrumento de indagacion y exploracién, convertida en
socia cognitiva de los aprendices. Este hecho, y mas aun, en tanto la podemos mostrar,
como un instrumento con posibilidad dialégica, entendida como tecnologia encarnada (TEC),
depositaria de intencionalidad que le es constituyente, portadora también de gramaticas con
las que se puede dilucidar y enriquecer esa inte ncionalidad, mas o menos visible, de
instrumento dialogante con el que se pueden construir unas ciertas matemaéaticas; nos
permite visualizarla como redisefiadora de la acciéon del profesor en el aula o, en términos
de Brousseau, como parte del sistema educativo (del cual el profesor es el representante).

Acerca de la TEC. Todo instrumento incorpora una intencionalidad que, al menos en parte,
es aprendida con la ejecucién del instrumento, pues tiene una gramatica incorporada que se
aprende mientras se hace un buen ejecutor del mismo. En el caso de la TEC la cuestion es
mas radical, pues en ella hay por lo menos dos gramaticas incorporadas, la generada por la
interconectividad de sus representaciones ejecutables y la incorporada en la construccion de
un instrumento asi. La primera obedece a la pretension de poner en el mundo un
instrumento capaz de permitir el vinculo de las personas desde sus conocimientos -formas
de representacion y de acciéon- con formas de representacion y de accién mas estructuradas
(interaccion aprendiz, experto); cabe destacar aqui dos componentes dialécticamente
antagonicos: posibilidades ilimitadas de intervencién contra limitacion de las formas de
intervencioén por la presencia de la gramatica incorporada. Destacamos esta presencia pues
es responsable de la posibilidad de reconstruccion de conocimiento matematico, por la
movilizacién de pensamiento en la direccion de pensamiento matematico, porque incorpora
signos y normas de su produccion y posibilidades de validacion y dialogo dentro del sistema
de signos. En palabras de Mockus (1988, p.31) permite usar la representacion desde su
verdadera funcién, su funcion de origen

(...) la representacion describiéndola muy escuetamente no seria mas que lo que permite el
paso de un juego de lenguaje a otro, caracterizado por lo general por una mayor precision y
rigidez en sus reglas y —concomitantemente- mayores posibilidades de inferencia (..) la
representacion es construcciéon humana, pero también en la medida que es capaz de instaurar
un nuevo juego de knguaje, en la medida en que amplia las posibilidades de resolubilidad
discursiva, articulando eficazmente lenguaje y accion, y llegando a proporcionar en el limite la
certeza misma del célculo- adquiere la autarquia propia de lo que es incorporado en la
tradicion y como tal nos interpela.

La segunda gramética recoge la intencidn, que recae principalmente sobre los constructores
del instrumento, obedece a la comprensién y aceptacion de que el hacer tecnolégico ha
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impuesto en nuestra época la nocion de ser como lo representable, dispuesto como
intervenible, y la verdad como certeza, lo cual queda asegurado segun Mockus por la
contrastabilidad de las representaciones con un sistema de reglas, aunque no se trata de
convertir todo juego de lenguaje en pura deducién, (1988, p. 160)

...se trata mas bien de que, una vez introducida la representacién, aumentan las posibilidades
de dirimir las diferencias, de examinar las impugnaciones, y de explorar las conjeturas
mediante argumentos que se caracterizan ...porque buscan acudir a presupuestos explicitos (o
porgque intentan explicitar estos presupuestos —valiéndose con frecuencia de los medios que
para ello ofrece la representacion introducida-)...porque pretenden validez para un hablante
cualquiera...porque ofrecen criterios univocamente universalizables de validez.

Gestion de la clase (C). Adoptamos con Charnay (1988), segun la funciéon principal que
un profesor asigne a los problemas (que esta en alta correlaciéon con la funcidon que asigna a
la accion comunicativa de los estudiantes), tres modelos didacticos: normativo (problema
como lugar de ejercitacion y verificacion de aprendizaje), iniciativo (problema como lugar de
accion social ludica sin compromiso relevante con aprendizajes necesarios) y apropiativo
(problema como lugar social de aprendizaje en conexidon con un saber constituido). Estos
modelos suponen tres diferentes tipos de disefio de las actividades y de la gestion de la
clase (conjuncion que llamamos disefio de la clase)

El diseio de la clase. Apostamos por un disefio dentro del modelo apropiativo, lo cual
conduce a una concepcion de matematicas compatible con la resolucién de problemas que
potencie los saberes matematicos que tienen los estudiantes, con la pretension de formar
ciudadanos cuya formacion matematica pueda entenderse como actividad de sujetos a fin de
estructurar mundo, recurriendo a herramientas matematicas, dentro de un contexto social
compartido. En este disefio, la TEC debera jugar el papel de instrumento vinculante de los
saberes de los estudiantes con tradiciones establecidas por la comunidad humana en
matemaéticas. De manera que el disefio usa las representaciones ejecutables para favorecer la
posibilidad de llegar a acuerdos en la accibn comunicativa discursiva de las situaciones
didacticas, manteniendo la pretension, por demas necesaria, de ponerlas en un contexto mas
universal, generando conocimientos que, ademas de poseer sentido, son mas generalizables y
utiles. A este disefio de clase lo llamamos (TEC, C).

El caracter cognitivo de la dupla (TEC, C). Desglosado en los siguientes tres items:

1. El caracter dinamico de la dupla cognitiva (TEC, C) . Refiere la capacidad de
interaccion de distintos niveles de formalizacién para la intervencién o construccién de objetos
matematicos. Interaccién que Moreno y Sacristan (2002) consideran como un dominio de
abstraccion y demostracion.

2. El caracter versatil de la dupla representacional (TEC, C) . Refiere la capacidad
simultanea de integrar en “tiempo real”, diferentes representacionesy tipos de registro de
representacion. Convierte a las relaciones entre representaciones en objeto de estudio,
exploraciéon y aprendizaje, gracias a que incorpora en el disefio la ejecutabilidad de las
representaciones dispuestas en la TEC y su multiplicidad.

3. La (TEC, C) complejifica la comunicacion cooperativa. Dadas su dinamicidad y
versatilidad, ahora es altamente probable que aparezcan varias ideas matematicas para decir
y méas formas de decirlas, ocasionando entonces mayor presencia discursiva y por lo tanto
mayor complejidad en la accidn comunicativa, que a la vez es regulada fuertemente por la
gramatica incorporada.
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Primer momento: Muestra de percepciones explicitadas acerca de Ila
transformacion de las relaciones didacticas y su agrupamiento

A continuacién presentamos pronunciamientos de profesores o practicantes (nombrados de
manera genérica como profesor), que consideramos relevantes para establecer
diferenciaciones, referidos, como ya se dijo, a sus percepciones particulares sobre los
cambios de las relaciones didacticas adjudicadas al uso de la calculadora en el aula de
matematicas. Las evidencias se disponen sin un orden especifico ya que nuestro interés es
resaltar aspectos de lo dicho, intentando ganar comprension. Optamos por codificar como
PP a las profesoras de cada uno de los colegios, PO a los profesores observadores y EP a los
estudiantes practicantes, sin mayores distinciones.

1. El profesor percibe que la TEC ha cambiado la relacidon de los estudiantes con el
saber.

1.1. No les permite apre nder los contenidos canoénicos.

“Si. Con la calculadora aprenden a graficar, pero el razonamiento es lo que les falta.... el
chico necesita saber los procesos, ¢como se deduce, por ejemplo, la ecuacion de la
circunferencia?, porque o si no ;qué aprende de matematicas?”(PO)

1.2. Les permite medios de razonamiento que antes no tenian.

“Hubo una actividad que era entre simetria axial y simetria de punto... ellos debian definir
cual era, se les daba el objeto original y el simétrico y ellos debian decidir qué simetria se
habia hecho... entonces ellos lo primero que hacian era relacionar los puntos en el original y
en el simétrico... relacionaban con lineas y empezaban a mirar que fueran paralelas... y
usaban la herramienta verificar propiedades.. yo creo que esa verificacion les sirve a los
estudiantes para razonar la respuesta, para llegar a ver la evidencia, si son paralelas... les
permite tener juicios de razén para llegar a decir, si es tal simetria...”(EP)

1.3. Les permite medios de accién que antes no te nian.

“Cuando el alumno utiliza I4piz y papel no tiene los elementos minimos para poder arrancar
(comenzar), de ahi el cambio, pues la calculadora permite por lo menos hacer una
exploracién sin conocer mucho de lo que se esta discutiendo...” (EP)

1.4. Les permite medios de expresion que antes no tenian.

“;De todo eso hizo una demostracién? Decian yo hice esto y aqui compruebo que esto es
asi, porque lo hice de esta forma y cumplié y la forma en que lo hice fue tal y entonces
conectaba y llegaba otro yo lo hice de tal forma que también seguia siendo valida y que era
otra forma de mostrar que lo que habia hecho estaba bien....”(EP)

1.5. Les permite medios de razonamiento ligados a los procesos de accidn, cosa que antes
no se tenia.

... permite que el estudiante relacione objetos entre ellos, por que a veces por ejemplo, en un
libro va a encontrar una linea y la otra cruzandola pero no va a decir que las dos lineas tienen
que estar relacionadas para que se pueda hablar de perpendicularidad,.. en cambio en la
calculadora si uno tiene la calculadora en blanco y da linea perpendicular, obviamente no le va
a aparecer nada, entonces para el estudiante es importante contextualizar y saber relacionar
objetos entre ellos, si que la linea perpendicular es como una relacion entre una linea y una
nueva linea, o un segmento y otro...permite relacionar objetos...(EP).

2. El profesor percibe que la TEC ha de cambiar su papel en el aula.

2.1. Los puede relegar por sustraccion de materia pues los estudiantes ya no los requieren
para aprender, luego, ¢cudl seria su funcion?
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“entonces sera que a uno lo cambiaran por un aparato que le haga las cosas,.. y el
estudiante contento, nadie le exige” (PO)

2.2 La gestidon de la clase involucra mas discursos y el maestro consiente en rebajar su
protagonismo

“la clase cambia, la clase cambia porque ya no habla uno solo al tiempo, hablan tres, cuatro
al tiempo...” (PP)

“porque ya no es el maestro el personaje central, importante poseedor de todo el
conocimiento y quien da las respuestas, sino que uno es un ente ahi que de pronto pasa
mirandolos y preguntandoles y haciéndoles caer en cuenta de algunas cositas ...” (PP)

2.3 El disefio de las actividades debe tener en cuenta que la TEC produce desplazamiento de
los esfuerzos cognitivos del estudiante, el asunto que aparece entonces es ¢hacia donde?,
¢hacia qué?

“en el disefio de actividades uno tiene que replantearse qué es lo que va a preguntar,
porque no es lo mismo al hacer una tabla y preguntar ;cémo la hizo?, sino ;qué hay en una
tabla?... ;qué le permite ver una tabla?... ;qué pasa con lo que varia aqui ?(...) en el fondo
lo que yo creo es que debe cambiar preguntar por el analisis de lo que se tiene no como se
llega alli...” (EP)

“(...) nosotros hicimos muchas actividades para que los muchachos diferenciaran el dibujo de
la construccion...” (EP)

“...cuando uno trabaja con la calculadora, es tratar de que el disefio integre las dos cosas: lo
que el estudiante ya sabe y lo que puede encontrar en la calculadora...” (EP)

4. El profesor percibe que la TEC ha de cambiar su comprensién de algunos
objetos matematicos

“..a reconocer representaciones que no se conocian como es el diagrama de cajas y
cuando se tenia eso — eso no lo conociamos ni nosotros- -eso a mi me queda grande- y
reconocer qué informacibn me esta dando ese tipo de representacién para poder hacer
comparaciones, almacenar datos....”(PP)

“..la calculadora lo que le da a uno es expresion, hubo algo que de pronto yo tenia muy
arraigado, que era pensar que la division y la multiplicacion de segmentos se debia hacer
Unica y exclusivamente en un angulo agudo, y que los otros no servian...pero en la
calculadora uno al construir esto resultaba igual para cualquier tipo de angulo...”(EP)

“..en el salén de clase, en un tablero, uno siempre lo ve como dibujo y el mismo profesor lo ve
como un dibujo. Yo creo que habra profesores que no lo ven como una construccion, y que se

ha ensefiado asi y ver ese choque eso fue, fue algo que definitivamente le cambia a uno lo
que sabe ...”(EP)

5. El profesor percibe que la TEC ha resuelto problemas involucrados en el
disefio de actividades de medicidon concreta de magnitudes continuas.

“..es que es muy distinto...antes cuando les decia que midan con lanas objetos cilindricos, y
luego que los chicos median impreciso entonces que no, que no da ..porque midieron sin
juicio y que esto da p y se siente mal que no se logré nada...ahora si hay mucha precision y
sale de una vez que si... ” (PP)

Este agrupamiento de percepciones de profesores y estudiantes para profesor, revela
cantidad de manifestaciones que, a nuestro juicio, muestran conocimiento implicito de parte
del profesor, es decir, un saber hacer que parece tener en cuenta las intencionalidades del
instrumento y cuya elicitacion parece estar en “correlacié n positiva” con la aceptacion de las
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bondades de la TEC, como socia cognitiva para sus alumnos y la clase y, para si mismo
como docente y aprendiz de matematicas. Para los alumnos, en cuanto les ayuda en la
construccion de verdaderos razonamientos; para la clase, ayudandole a lograr fluidez
expresiva y conceptual en dos sentidos:

1. el estudiante particular construye conceptos y relaciones que apuntan hacia los
contenidos actuales.

2. expresa la potencia (TEC, C) para integrar menos lineal, pero mas complejamente,
distintos contenidos curriculares tradicionalmente presentados disgregadamente.

La dupla cognitiva detectada en otras investigaciones con respecto a los estudiantes, es
también un hecho relativo a los profesores, no sélo en relacién con el conocimiento de
objetos matematicos sino también con otros aspectos de su profesion (por ejemplo el
disefio de actividades de medicién). La resignificacion realizada por profesores y
practicantes de objetos matematicos, la conciencia de su ocurrencia y su produccién, dada
por la realizacion practica de actividades matematicas que hacen uso de la calculadora,
permite mostrar como el profesor también aprende matematicas en el contexto (TEC, C),
por ejemplo la comprensién del significado de una constante de proporcionalidad y el uso de
las cajas para comprender los estadisticos de orden.

Por otro lado, al analizar los tres grandes agrupamientos, que tocan polos (estudiante,
sistema educativo, saber constituido) de las situaciones didacticas en la dupla (TEC, C),
encontramos que las diferencias se pueden explicar por el tipo de experiencia realizada
durante la ensefianza. Esto es, para los profesores observadores (PO) es dificil incluso
aceptar el uso de la calculadora, mientras que para los profesores participantes (PP) o los
estudiantes para profesor (EP), que ademas tienen experiencia en clases gestionadas por
resoluciéon de problemas segun el modelo apropiativo, la comprensiéon de las potencialidades
de la TEC es mucho mayor y por supuesto también lo es su aceptacion de un disefio como
(TEC, C).

De las anteriores consideraciones, entonces derivamos el segundo momento de anélisis, el
cual presentamos a continuacion.

Segundo momento: la clasificacion

Como ya lo dijimos, la aceptacion de TEC como socio cognitivo se hace mas evidente en
tanto mas se haya tenido contacto con su uso, tanto para aprender como para ensefar.
Pero, esta aceptacion se relaciona también con el tipo de experiencia previa que se tenga
con la gestion de una clase por resolucion de probemas, en la que se pretende construir
sentido. Con lo cual, dada la formacion inicial a la que han estado sometidos los
practicantes, que incluye contactos tanto discursivos como practicos con la resolucion de
problemas, éstos se pueden centrar mucho més, en aspectos relativos a la incorporacion en
el disefio de actividades que usen mas a fondo la distribucién de la capacidad, inserta en la
TEC, para generar objetos matematicos, que desde su construccién inicial estan gobernados
por reglas, signhos y representaciones externas al sujeto que conoce, lo que le posibilita el
uso de formas de explicacién, argumentacion y demostracion.

Los profesores han percibido la calculadora respecto de su trabajo en el aula
como:

1. Un obstaculo (vuelve o sigue dejando al estudiante perezoso; le impide pensar en los
procesos y entonces no le permite aprender matematicas, por andar digitando teclas, el
estudiante no aprende matemaéticas; es una enemiga que eventualmente lo puede poner en
peligro como profesor; posible de vencer a través de aprenderlo y entonces construir
problemas adecuados; comete errores ...)

2. Una herramienta (libera de trabajo rutinario; dinamiza la clase y mejora la actitud de
los estudiantes; mejora la calidad de anteriores actividades; ...)
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3. Un instrumento (cambia la organizacion de la clase; cambia la estructura de los
contenidos; desplaza los esfuerzos cognitivos; mejora la accién comunicativa discursiva...)

Y NO cOMoO:

un instrumento dialogante capaz de colocar al estudiante particular y a la clase como
totalidad en comunicacién con las voces de tantos matematicos y pedagogos junto a sus
culturas en direccion de sus intenciones. Que su papel pasa entonces por ayudar a develar,
para fortalecer y reconstruir, esta relacién con la humanidad.

Nuestra exploracion parece evidenciar que la percepcion de los cambios en las relaciones
didacticas esta dirigido por la presencia de un saber problematizado y que la valoracién de
los cambios percibidos esta correlacionada positivamente con el tipo de solucién encontrada
para tal problematizacion, que entre mas se involucre el profesor en el disefio (TEC, C) mas
avanza en la comprensiobn de sus tres caracteristicas (dinamicidad, versatilidad,
complejificadora de la accién comunicativa discursiva) logrando que perciba la TEC como un
instrumento. Parece indicar también que hace falta otras condiciones para que la (TEC, C)
pueda ser entendida como un contexto cuyo caracter trasciende tiempos y lugares para
situarse en el centro de la comunicacién con la humanidad entera.

A manera de conclusiones

Hipotesis de progresidon: teniendo como sustento los agrupamientos realizados y el
resultado del analisis presentado, lanzamos nuestra hipotesis de progresion. Esta hipotesis
de progresion -para la que no tenemos evidencia respecto al profesor iniciativo, por lo cual
de este modelo no afirmamos nada- indica un cierto “itinerario”, de la relacion entre el
modelo didactico del profesor (normativo, apropiativo) y la apropiaciéon de las gramaticas
incorporadas en la TEC.

La calculadora respecto de la clase como totalidad es concebida como:

Instrumento Instrumento de diadlogo
. . de vinculante con las
Obstaculo Herramienta . ., L.
reorganizacioén matematicas como
cognitiva cultura.
Normativo X X
Apropiativo| x X X

Afirmamos pues, desde nuestra experiencia y desde los resultados de nuestra aproximacion
al presente analisis, que si bien el hecho de incorporar esta nueva tecnologia al aula de
clase coloca a los profesores frente a situaciones de mejoramiento de su gestion en el aula,
transforma su concepcion de rechazo absoluto a la TEC hacia consideraciones como una
herramienta util, que permite proponer actividades complejas a los estudiantes logrando
que las comprendan y las resuelvan. Por otra parte, a pesar de que un profesor haya
gestionado su clase por resolucion de problemas y esté dispuesto a incorporar el
conocimiento y la voz del estudiante en su clase, es también cierto que esto no lo coloca en
condiciéon inmediata de asumir la calculadora como un instrumento de dialogo vinculante
con las matematicas como cultura. Es mas, en un momento dado se le convierte en
obstaculo ya que debe reelaborar el tipo de problemas para que con esta nueva mediacion
sigan siéndolo.

Una tensién que resaltamos, por su importancia en el redisefio de la actividad del profesor,
es la posible contradiccion manifiesta por muchos profesores, entre el tiempo que es
necesario invertir para aprender el manejo de la calculadora, y las posibilidades que la
calculadora le brinda al estudiante (y a él mismo) para resolver problemas, que por su
dificultad no podrian ser abordados usando otra mediacion. De la solucién que el profesor
de a esta tension, privilegiando uno de los dos polos de la contradiccion, dependen los
cambios en sus percepciones de las relaciones didacticas y por tanto su transformacion
hacia modelos didacticos mas flexibles. Si privilegia el aprendizaje de los estudiantes y la
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complejificacion de las actividades matemaéticas en el aula, puede asumir el manejo de la
calculadora como aprendizaje & relaciones matematicas y formas de producirlas; en
contraste con la segunda opcion, privilegiar el tiempo, lo conduce a aceptarla tal vez como
herramienta util para realizar procedimientos tediosos o para realizar graficas.
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Resolucion de problemas geomeétricos en el ambiente de geometria Cabri por profesores de
matematicas en formacion

Octavio Augusto Pabon Ramirez
Grupo de Ed ucacion Matematica, Instituto de Educacion y Pedagogia
Universidad del Valle, Cali

Resumen. El presente articulo muestra algunas de las estrategias consideradas por un grupo
de profesores de matematicas en formacién, ante un problema geométrico no rutinario
abordado en el ambiente Cabri incorporado a la calculadora TI92. De esta manera, se intenta
constatar algunos rasgos particulares del trabajo de los resolutores “expertos” (alumnos
universitarios de los primeros semestres de la licenciatura en matematicas) vy los resolutores
“novicios” (alumnos de secundaria), en cuanto a las estrategias de soluciéon de problemas
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geomeétricos, en particular tomando como referente la mediacion instrumental de las Nuevas
Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion (NTIC).

Introduccion

Las investigaciones en educaciéon matematica realizadas a lo largo de la ultima década, han
contribuido a despejar algunos de los interrogantes planteados con relacion al enfoque de
resolucion de problemas matematicos en el dmbito escolar. Esto ha permitido caracterizar,
entre otras cosas, métodos de resolucion, tipos de problemas, tipos de resolutores y
heuristicas desplegados por los alumnos en la clase de matematicas. Sin embargo, soélo
recientemente se ha integrado a estas investigaciones el analisis del impacto de las Nuevas
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (NTIC) sobre el desempefio matematico en la
resolucion de problemas por parte de alumnos de secundaria y profesores de matematicas en
formacion. La importancia de este tipo de indagaciones se reconoce en muchas
propuestas curriculares, incluyendo a la colombiana que haciéndose eco de esta perspectiva,
sefala:

. con el énfasis que se le esta dando a la matematica escolar centrada en la resolucion de
problemas y la intencién de realizar conexiones matematicas con otras areas de las ciencias y
entre ellas mismas, el uso del recurso tecnoldgico es fundamental para pasar de un curriculo
centrado en contenidos, a uno centrado en la resoluciéon de problemas. El poder abordar
situaciones problematicas en contextos reales que permitan partir de la obtencién de
informaciéon o datos empiricos, para su posterior sistematizacion y andlisis, es lo que
verdaderamente posibilita el cambio. Igualmente, los problemas complejos pueden atacarse
con diferentes herramientas matematicas, lo que conlleva a la integracion de las diferentes
ramas: geometria, algebra, estadistica, de una manera natural. (Nuevas Tecnologias y
Curriculo de Matematicas. 1999).

En efecto, se reconoce que el trabajo en ambientes computacionales como los de geometria
dindamica, permite entre otras cosas investigar construcciones matematicas y su significado,
trabajar en problemas no rutinarios, formular y explorar conjeturas y determinar patrones
generales de funciones recursivas . Ademas, el trabajo en estos ambientes da lugar a un hecho
extremadamente importante en términos didacticos: la posibilidad de que los alumnos
visualicen el problema desde varias representaciones, lo cual puede permitir que identifiquen y
exploren diversas cualidades asociadas al proceso de solucion. (SANTOS TRIGO, 2000)

En este sentido, resulta interesante y necesario preguntarse sobre la calidad matematica de
ciertos problemas que se han constituido de cierta manera en paradigmaticos en la
investigacion en didactica de las matematicas, como en el aula de clases. En particular, en el
presente articulo se aborda a través del desempefio matematico de profesores en formacion,
un problema estudiado por algunos de los investigadores mas influyentes en el desarrollo del
enfoque de resolucion de problemas (POLYA, 1945, Schoenfeld, 1985) y que recientemente se
ha convertido en objeto de indagaciéon didactica en ambientes de geometria dindmica (SANTOS
TRIGO, op. cit)

Marco tedrico

En el escenario internacional, la investigacion didactica ha permitido desarrollar una
conceptualizacién en torno a la implementacién de las tecnologias computaciones en el ambito
escolar, que resulta ser bastante funcional para dar cuenta del trabajo en el aula. Las ideas
relacionadas con los sistemas conceptuales que se proponen como organizadores del trabajo y
que estadn estrechamente relacionadas con la teoria y la practica del trabajo con las

16



Congreso Internacional:
Tecnologias Computacionales en el Curriculo de Matematicas

calculadoras, comprenden: la mediacion instrumental, las representaciones semioticas, los
procesos de abstraccion y generalizacion en contexto, las situaciones problematicas y la
evaluacién de la practica. (MORENO, 2000).

Una de las categorias que se privilegia en este articulo es la mediacion instrumental (en
palabras sendllas, cémo el software Cabri Géomeétre incorporado en la calculadora TI92 cambia
o modifica las estrategias intelectuales del alumno y como moviliza las formas de conocimiento
mismo que se van desarrollando a partir de la herramienta). El disefio de situaciones
problematicas (entendidas como detonadores de redes conceptuales), es elemento de analisis
imprescindible en la buUsqueda de propuestas de intervencion en el aula que potencien la
dimension simbdlica y la interactividad, en las cuales se reconoce que el uso del computador
produce un impacto en las experiencias matematicas de los alumnos (BALACHEFF & KAPUT,
1996). Se trata entonces de indagar como se pueden disefiar actividades de aprendizaje en
las cuales el uso de la tecnologia ayude o enriquezca el estudio de las matematicas (MORENO
& SANTOS TRIGO, 1999) vy den cuenta del papel del docente en una clase enriquecida por
cuenta de la tecnologia.

De otra parte, al indagar el importante asunto para la ensefianza de las mateméticas, de co6mo
la herramienta tecnolégica media el conocimiento y cémo este proceso de mediacién realmente
cambia el conocimiento en si mismo y su uso, es evidente que se deben proporcionar
evidencias empiricas que permitan hacer visible la emergencia de una nueva epistemologia de
la matematica creada por el uso de esta tecnologia. Ejemplos de esto lo constituyen las
investigaciones que han sefialado, entre otras cosas, que la modelacion es mas relevante en la
era del computador de lo que fue antes e igualmente que la naturaleza de la prueba es
también un asunto susceptible de transformacion por el uso de la tecnologia (GUTIERREZ,
LABORDE, NOSSS & HARKOQV, 1999).

En este panorama la Resolucion de Problemas se constituye en un espacio privilegiado para
dar cuenta de la evoluciéon cognitiva de los alumnos, pues permite un acercamiento practico y
experimental al estudio del desempefio matematico de los alumnos cuando se enfrentan a la
solucion de problemas no rutinarios en ambientes computacionales como el Cabri. Se
reconoce asi, la posbilidad de contar con una amplia gama de representaciones ejecutables
que permiten la manipulacién “directa” de los objetos geométricos (por ejemplo, a través del
dragging), contribuye a la aparicion de una amplia variedad de estrategias que acercan a los
alumnos a la solucibn de problemas en el ambito escolar y extraescolar. Aunque
tradicionalmente algunos de los problemas se han abordado en el &mbito escolar en el
ambiente de lapiz y papel, desplegadndose de esta manera sistemas de representacion muy
concretos (y por ende ciertas formas de sistematizacion del conocimiento matematico), en la
actualidad se considera que un objeto matematico como tal no se agota en sus diferentes
sistemas de representacion, por lo cual cuando se aluden a la incorporacion de las NTIC en la
enseflanza de las matemaéticas se parte del principio de que tal tipo de instrumentos de
mediacién favorece la interaccion del alumno con otros sistemas de representacién que tienen
su propia naturaleza y posibilitan en el alumno otras alternativas de sistematizacion del
conocimiento matematico.

Metodologia
En la experiencia de aula participaron 15 estudiantes del tercer semestre de la Licenciatura en

Matematicas de la Universidad del Valle, durante 6 sesiones de clase de una hora de duracién,

durante tres meses. En las sesiones iniciales se permitio a los profesores en formacién que
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enfrentados al enunciado del problema desplegaran sus estrategias espontaneas de solucion.
Posteriormente se socializaron y discutieron estas estrategias. En las sesiones siguientes, con
base en indicaciones y preguntas con relacién al poder mediador del ambiente Cabri, se
analiz6é una experiencia con el mismo problema descrita por Santos Trigo, la cual fue
reproducida por los profesores en formacion. Nuevamente se discutio el trabajo de los
profesores. Finalmente, y ante una solicitud de realizar una busqueda bibliogréafica del
problema (versiones diferentes o adaptaciones), se trabajé nuevamente en el ambiente Cabriy
se socializaron los resultados enfatizando en la importancia de que los alumnos calificaran y

eventualmente validaran sus estrategias.

El problema

Se reconoce por parte de algunos autores, que un ingrediente esencial de los cursos de
resolucion de problemas para docentes en ejercicio o en forma cidn, es que éstos puedan tener
una experiencia similar de resolucién a la de sus alumnos. Un modelo que se considera
adecuado para intentarlo, es plantear a los profesores, no los problemas que tendran que
plantear a sus estudiantes, sino problemas cuya dficultad para ellos sea similar a la que
aquellos problemas tendran para sus alumnos. ( BROWN, 1985). De acuerdo con este
principio, se propuso un problema que -en cuanto al grado de dificultad — no requeria grandes
recursos (conocimientos matematicos y manejo de la calculadora), que era un problema
enmarcado dentro de sistemas matematicos con los que estaban familiarizados los profesores
en formacion (geométrico y métrico) vy que tenia un alto potencial heuristico cuando se lo
abordaba en el ambiente de geometria Cabri. En efecto, se trataba de un problema que
mostraba la importancia del acceso a recursos matematicos basicos para trabajar y resolver
problemas no rutinarios.

El problema formulado, inscribir un cuadrado en un triangulo cualquiera, estuvo precedido de
una serie de actividades relacionadas con la construccion de figuras geométricas y problemas
relacionados con la invarianza del area y el perimetro. Este problema fue abordado por Polya
(1945) y luego por Schoenfeld (1985) y recientemente por Santos Trigo (2000). Es con
relacion al trabajo del ultimo autor quien lo abordé con apoyo de la tecnologia, que se pueden
sefialar algunas diferencias significativas entre las heuristicas de los alumnos de secundaria
(de México) a los que inicialmente se planteo el problema y las heuristicas desplegadas por los
profesores en formaciéon de la licenciatura en matematicas (Universidad del Valle, Colombia),
de las que se ocupa este articulo.

Asi por ejemplo, los alumnos de secundaria (de México) al leer la formulacién del problema:
inscribir un cuadrado en un triangulo dado. Dos vértices del cuadrado deben estar en la base
del triangulo, los otros vértices del cuadrado en los otros dos lados del triangulo, uno en cada
uno, formularon preguntas generales que apuntaban a comprender el problema y establecer
condiciones en términos de la cuantificaciobn de propiedades como &reas, perimetros y
pendientes. Ilgualmente sugirieron la adopcion de la estrategia de relajar una de las
condiciones originales del problema (Util de tomar en consideracién cuando el problema
envuelve varias condiciones) y explorar su comportamiento a través del analisis de casos
particulares como planteaba Polya. El disefio de acuerdo con las condiciones del problema vy
el examen de los casos particulares a través del draggingdel ambiente, los llevé a reconocer
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que los puntos p, g & r (vértices superiores derechos de tres de los cuadrados) eran colineales
y que en la interseccidon de la linea pq con el lado del triAngulo se encontraba el cuarto vértice
del cuadrado inscrito (figura 1). Uno de los aspectos mas significativos, es la pregunta que se
formularon los alumnos de secundaria, de si era posible inscribir un cuadrado en cualquier
tridngulo, sobre todo si se tiene en cuenta que se abordé un caso particular. La posibilidad de
aplicar estas ideas al tratamiento del caso general, se observé en el tratamiento, por parte de
los alumnos, de la colinealidad de los puntos p, q & r, a través del criterio de distancia o
condicion de pendiente.

Alg unos estudiantes apelaron a las funciones incorporadas en la calculadora, para lo cual sélo
se requiere dibujar un cuadrado. Los alumnos dibujan un caso particular como antes y
entonces preguntan por el lugar geométrico del cuarto vértice cuando se mueve o se cambia
uno de los lados del cuadrado.
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Figura 1

Resultados

Las estrategias espontaneas de solucién por parte de los profesores en formaciéon (Colombia),
revelaron que en un primer acercamiento al problema, la mayoria de ellos apelaron a
estrategias donde predominaba la medicién (la medida se utiliza como evidencia visual para
verificar el hecho), sin establecer relaciones funcionales. Predomina el uso de figuras
prototipicas y no hay referencia significativa al poder mediador del ambiente. Asi el problema
es considerado como muy trivial. El resultado - entendido como lo que contesta a la pregunta
del problema - es simplemente una construccion geométrica. No se percibe la necesidad de
introducir elementos que “validen” la estrategia utilizada. (figura 2)

1.12cm 1.12cm 1.18cm 1.18cm

1.30cm 1.18cm
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Figura 2

En una se gunda sesion se reviso el tratamiento del problema de Santos Trigo, lo cual nos
colocaba en los dominios de la imitacion , que se configura cuando se sitia a los alumnos en
presencia de un modelo de resolvente competente y se ensefia de alguna manera a analizar
esa conducta competente y a compararla con conductas propias o ajenas.

19



Congreso Internacional:
Tecnologias Computacionales en el Curriculo de Matematicas

Frente a esto se pudo observar que si bien los profesores en formacién pudieron reproducir en
el ambiente Cabri el disefio de los alumnos de secundaria mexicanos, no lograron capturar la
esencia de la sugerencia de relajar una de las condiciones del problema y examinar casos
particulares. Segun ellos, no veian cdmo esta estrategia permitia resolver el problema, pues
analizar casos particulares no era lo mejor, ya que lo que se debia buscar era una soluciéon
general. Esta postura se revelaria dramaticamente en el tercer momento de encuentro con el
problema, donde se hizo evidente que si bien la mediacibn genera estrategias, estas tienen
que ser validadas .

En las ultimas sesiones ® socializé la busqueda realizada por los alumnos en torno al
problema, quienes luego de revisar textos de matematicas, manuales y paginas Web, pudieron
darse cuenta que no se enfrentaban a un problema conocido y mucho menos rutinario de la
clase de matematicas. Algunos de los tratamientos del problema que pudieron localizarse,
estaban asociados a la caracterizaciéon de sus cualidades pero desde el punto de vista
cognitivo. Sin embargo, se recalc6 que lo que se buscaba eran abordajes que dieran cuenta de
la posibilidad de acceder a recursos matematicos y computacionales que ayudaran a
aproximarse a la solucion del problema.

De esta manera, se privilegié una actividad que correspondia basicamente a un “tratamiento
matematico”. La actividad seleccionada (DIAZ, 1994) explicaba cémo se podia inscribir un
cuadrado en un triangulo. El problema que estaba acompafiado de su “demostracién” se
describia en los siguientes términos: dado un triangulo cualquiera inscribir en él, con regla y
compas, un cuadrado. (figura 3)

Solucién: o A

| R R e
Tomando como lado la altura, trazamos un “‘u___ _.r'ri \"\._\
cuadrado. Uniendo los puntos D y C : ',f-r - . =
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una perpendicular a la altura para obtener G. ] £ | T B S
Trazando perpendiculares a BC por Ey G se _:" . Ty :'x
obtienen los demas vértices del cuadrado : __.r' ! "3“.1_1
pedido. A F o

Figura 3

Una vez que esta construccion fue realizada en clase utilizando la calculadora, los alumnos no dudaron en
sefialar que este tratamiento era el que consideraban mas potente, pues garantizaba que las condiciones
del problema se cumplieran para “para cualquier tridngulo” pues al arrastrar los vértices del triangulo
original, el cuadrado continuaba inscrito. (figura 4)
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Figura 4

Solo a través del poder mediador del ambiente Cabri, seria posible convencerlos de que al
realizar tal procedimiento ya no se trataba del mismo tridngulo y el razonamiento era débil en
términos de la generalidad. En efecto, la misma potencia del ambiente, en términos de
posibilidades de representacion, conduce a la aparicién de lo que podriamos llamar un
conflicto cognitivo. En efecto el arrastre de los vértices del triangulo “hacia fuera” reforzaba la
credibilidad en este tipo de construccion, pero cuando el arrastre era “hacia adentro”,
aparecian hechos visuales tales como la misteriosa “desaparicion ” del cuadrado inscrito que no
se podian atribuir solamente a las condiciones propias del ambiente. (Figura 5)
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Figura 5

Se puede reconocer un sesgo particular: la vaidez de algunos procedimientos ya no descansa
en las estrategias sino en la credibilidad. En este caso particular, el profesor en formacion,
frente a una estrategia que no es compatible con su sistema de creencias, prefiere la suya.
Para una gran mayoria, la validez de la estrategia anterior, descansa en el hecho que se
cuenta con una demostracion geométrica clasica, que garantiza su validez y que resulta ser
mas potente para un trabajo en el aula en los niveles de escolaridad en que se puede proponer
el problema ya que usualmente en las clases de geometria no se trabajan tematicas asociadas

a la funcién lineal por ejemplo, contenido tematico que se hace visible en la propuesta de
Santos Trigo.

Adicionalmente, frente a la limitacion de esta construccidon, algunos profesores en formacion,
no descartan completamente la estrategia sino que mas bien intentan “ajustarla” con
estrategias previas, como aquellas que apelaban al recurso de la medida. En este sentido, se
intenta “reforzar” la idea de la construccién geométrica, en este caso, una construccion exacta,
afiadiendo un elemento “probatorio”. (Figura 6). En otros casos se recurre a la combinacion
de sus propias estrategias, con otras que incluso fueron descartadas inicialmente pero que
“aparentan” ser consistentes desde el punto de vista de la argumentacién matematica, Asi por
ejemplo, aparecen combinadas una construcciéon “estatica” (la construccion geométrica exacta)
con una “dindmica” (una variante del disefio de los estudiantes de secundaria mexicanos). Sin
embargo, el criterio “visual” sigue siendo dominante cuando se trata de validar el

procedimiento. Otras estrategias combinan los tres procedimientos presentados, pero lo hacen
sin tener un proposito manifiesto para resolver el problema.

HMAIW Al DEG AUTO FLUMC HMAIW 2 DEG AUTO FUMC
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Figura 6

Confrontados los profesores en formacion con su arsenal de recursos matemaéaticos, por
ejemplo, los cursos de matematicas universitarios (que incluyen la geometria analitica y el
célculo diferencial e integral entre otros), se observé un excesivo virtuosismo en el tratamiento
analtico y en la manipulacién algebraica y algoritmica de los simbolos, que no se reflejé en un
acercamiento productivo a la solucion del problema. Se reconocié por parte de los profesores
en formacién, que era mucho mas productivo, el abordaje en el ambiente Cabri, que incluso, lo
que inicialmente fue considerado como una estrategia débil, como el uso de la medida,
permitié hacer visible otra de las potencialidades que se reconocen en el ambiente: la de
disefiar e implementar situaciones que permitan encontrar y explorar diferentes conjeturas. En
efecto, como han sefialado algunas investigaciones, el uso de la medida les ayuda a confirmar
las propiedades geométricas que ellos descubren, y las mediciones les proporcionan fuerte
evidencia para convencerlos de estas propiedades (KAKIHNA, 1996) Asi, al preguntarse si era
posible inscribir un cuadrado en cualquier tridngulo, algunos profesores en formacién, con base
en sus disefios, concluyeron que la condicibn que debe cumplirse es que el triAngulo sea
acutangulo. Esto explicaria la desaparicion “misteriosa” en algunos de los disefios al ser
sometidos al dragging.

Observaciones finales

Las experiencias resefiadas previamente, son evidencia de problemas estructurales en la
formacién de docentes que no contempla un traamiento exhaustivo del modelo de resolucién
de problemas. Asi por ejemplo, no es extrafio evidenciar la carencia de control (monitoreo) del
proceso por parte de los maestros en formacion. Esto se reflejd, inicialmente en el trabajo de
los profesores en formacion, en el limitado uso de la informacidon disponible (el conocimiento
matematico y computacional) y sobre todo en sus estrategias, que en el caso del problema
propuesto, inicialmente estuvieron estrechamente vinculadas al “dibujo”.

Es aqui donde la mediacion instrumental del ambiente, en este caso del Cabri, contribuy6 a
que se reconociera la posibilidad de apelar a diversas estrategias al abordar un problema
matematico. En esta misma direccion se advirtié que el poder mediador de la calculadora
permite reconocer tempranamente posibilidades de intervenciéon didactica, como por ejemplo,
la relacionada con los procesos de validacion en la escuela. Un aspecto de gran trascendencia
en las sesiones finales de la actividad propuesta, la utilizacién simultdnea de todas las
estrategias que habian aparecido desde el principio y que reconocieran que los problemas
pueden tener multiples soluciones igualmente validas
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La Maloka: un caso de apropiacion de nuevas tecnologias computacionales en la promocién del
pensamiento variacional

Henry Urquina Llanos
Universidad de la Amazonia, Florencia

Resumen. Las representaciones ejecutables de la Calculadora Algebraica Tl 92, posibilitan
comprension de la variacion y el cambio a partir del abordaje de situaciones problematicas
situadas en el entorno socio cultural del estudiante, aproximando las matematicas a otros
campos de conocimiento. En este reporte se presentan algunos resultados logrados con un
grupo estudiantes de grado noveno en el abordaje de u na situacién problematica vinculada con
la construccién de una Maloka, empleando diversas formas de representacion ejecutables.

Introduccioén

El vertiginoso desarrollo cientifico y tecnolégico ha consolidado, como una de las tendencias de
investigacion en tecnologia y medios tecnoldgicos a nivel mundial, el estudio sistematico de las
interacciones simbdlicas entre los medios y los procesos cognitivos de los sujetos (Cabero,
1992).
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La educacion, como proceso multimediado a través del cual se comunica de una generacion a
otra el legado cultural construido histéricamente por la sociedad (que incluye la ciencia y la
tecnologia), no escapa a esta dinamica global. En el caso especifico del conocimiento
matematico escolar, que lleva a la formacién y desarrollo del pensamiento matematico
mediante la elaboracién de significados simbélicos compartidos (MEN, 1998), las posibilidades
mediadoras que brindan nuevas tecnologias como las calculadoras algebraicas, se encuentran
en el centro de interés académico e investigativo.

Atendiendo a este campo de interés, en el desarrollo de un curso de matematicas en grado
noveno del Colegio Juan Bautista la Salle de Florencia Caqueta, una vez se abordaron las
temaéticas relacionadas con la nocion de funcién, algunas formas de representacion (gréafica y
tabular especialmente) y su empleo en “ejercicios de aplicacion” a través de metodologias y
formas de trabajo convencionales o tradicionales, se pasé a incorporar la calculadora grafica
Tl 92, con el propdsito de estudiar las posibilidades e implicaciones que ella tiene en la
comprension de la funcibn como variacion y sus diferentes formas de representacion en
situaciones o fenédmenos de cambio de tipo constante y lineal.

En el presente reporte, se presentan algunos resultados en relacién a la comprension de la
funcién como variacién en la situacién problematica de construcciéon de una Maloka (Huitoto).
La Maloka es una construccidn representativa de las comunidades indigenas de la Amazonia,
que sirve como sitio de encuentro e interaccion cultural tradicional mitico magica.

Marco tedrico: La mediacidon de las representaciones ejecutables en la cogniciéon
matematica situada

Los avances cientificos de las ultimas décadas de la humanidad, en procura de superar los
limites del sistema sustentado en la energia, la materia y el espacio, han presionado la
emergencia de nuevas perspectivas basadas en la abstraccion y desmaterializacion, en el cual
la funcidon prevalece sobre el objeto, es decir, el software, prevalece sobre la hardware, la
informacion reemplaza materia y energia. (Defilippe, 1992)

De igual manera, los diversos estudios acerca de la cognicion humana, han llevado a ver la
cognicioén ...no tan s6lo como “algo que ocurre en la cabeza del individuo”, sino como algo que
tiene indu dable connotacion sociocultural. La cognicion de un individuo se articula
dialécticamente con la cognicién de los demas... (Moreno & Waldegg, 2001). Para alcanzar el
progreso cognitivo, a partir de la interaccién en el abordaje de situaciones problema, se debe
generar conflicto sociocognitivo, que moviliza la presentacion de diferentes centraciones
cognitivas (puntos de vista, métodos, respuestas,...) y la busqueda de una respuesta comun
al problema.

La ensefanza y el aprendizaje de las matematicas se desarrollan en procesos de interaccion
social en contextos determinados que influyen y determinan la naturaleza del conocimiento
construido (Cognicion situada), en donde cobra pertinencia el principio de mediacion
instrumental, en términos de que todo acto cognitivo esta mediado por un instrumento que
puede ser material o simbélico (Moreno & Waldegg, 2001). De esta forma se asume que el
efecto del uso de herramientas en los seres humanos es fundamental, en tanto que ayuda a
relacionarse de modo mas productivo con su ambiente externo y afecta intensamente las
relaciones internas y funcionales del cerebro humano (Vygotski, 1995).

En el principio de mediacion (Wertsch, 1993), convergen la naturaleza mediada de la actividad
cognitiva y los recursos representacionales para el desarrollo de la cognicién. No hay actividad
cognitiva al margen de la actividad representacional. Por representaciones se entienden, en al
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ambito de las matematicas, nociones simbdlicas o graficas, o bien manifestaciones verbales,
mediante las que se expresan los conceptos y procedimientos en esta disciplina asi como sus
caracteristicas y propiedades mas relevantes (Lupiafiez & Moreno, 2001), que se articulan a un
sistema representacional o de notacién constituido por un sistema de reglas para identificar o
crear caracteres, operar en ellos y determinar relaciones entre ellos (especialmente relaciones
de equivalencia) (Kaput, 1992).

La calculadora TI92 se asume como una herramienta de mediacién en la construccion e
internalizacion del conocimiento matematico, que encarna sistemas de representacion
ejecutables, que permiten trabajar dinamicamente un problema desde diferentes enfoques
cognitivos. En este sentido, la educacion matematica tiene como propoésito central, el lograr
fluidez representacional, que consiste fundamentalmente en el abordaje de una situacién
problema a través de diversos sistemas de representacion (gréafico, simbdlico, geométrico,
numeérico) y la capacidad para interpretar los resultados del tratamiento que se de a tales
sistemas de representacion mediante el instrumento ejecutor de que se dispone (Armella &
Waldegg, 2001; Campistrous & Lopez, 2000).

El Proceso Metodoldégico

En el desarrollo de un curso de matematicas en el grado noveno del Colegio Juan Bautista la
Salle de Florencia Caqueta orientado por el Profesor Eduardo Polania, inicialmente se
abordaron los temas relacionados con la funcién constante, lineal y los objetos matematicos a
ellos vinculados a través de metodologias y estrategias convencionales o tradicionales (Uso del
tablero, explicacion verbal de objetos matematicos, ejemplos de funciones y sus elementos).

Una vez desarrollado dicho trabajo, se incorpord el trabajo con la calculadora gréafica T192,
para efectos de estudiar las posibilidades de las representaciones ejecutables de esta
herramienta en la comprension de la funcion como variacibn en situaciones constantes y
lineales, a partir del abordaje de una situacion problema relacionada con la construccion de
una Maloka. Para ello, previamente los estudiantes hicieron consultas en el centro indigenista
acerca de qué son las malokas y las caracteristicas centrales relacionadas con su construccion.

Posteriormente, se les hizo entrega de un taller de trabajo en el cual, con apoyo del programa
Céabri Géométre, se les presenté un esquema general que servia como un referente elemental
para disefar y construir la Maloka (ver figura 1):
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Figura 1: Esquema Gréafco General de la Maloka.

Teniendo como referente la figura 1, se solicitdé a los estudiantes su construccién con apoyo
de la Calculadora Tl 92, empleando Cabri Géométre. Para ello se les sugiri6:

a) Construir los ejes de coordenadas.

b) Ubicar puntos sobre los ejes X, y para escoger el tamafio de la Maloka.
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c) Trazar las rectas necesarias para la construccion.
d) Trazar rectas paralelas a las trazadas en c).

e) Identificar cada recta con la ecuacion respectiva.
) Ocultar los ejes de coordenadas.

A partir de la representacion elaborada por los estudiantes se plantearon interrogantes en
relacion a las caracteristicas matematicas del techo, las paredes y el piso de la Maloka, asi
como respecto a las relaciones entre esas partes de la construccion.

Finalmente los estudiantes, con acompafiamiento del profesor, a partir de las representaciones
verbales, simbdlicas y gréaficas y los referentes matemaéaticos y geométricos que las sustentan,
llegaron al disefio y construccion de la Maloka, argumentando acerca de los objetos
matemaéaticos empleados.

Resultados
Es importante indicar que el grupo de estudiantes con el cual se abordé la situacion
problemética recién iniciaban su trabajo con la calculadora. Los estudiantes empezaron por

ubicar en la calculadora el programa Cabri Géométre, generando su archivo personal (New).

Teniendo como referente la figura. 1, incluida en el taller o guia de actividad para los
estudiantes, reprodujeron la grafica y con apoyo del asistente de ecuaciones, determinaron la
ecuacion de las rectas que daban forma al piso, la pared y el techo. Posteriormente
construyeron otras rectas para ir dando mayor forma tanto al techo como a la pared,
encontrando que el techo se va formando a medida que se varia la pendie nte y se preserva un

mismo punto de corte con el ejey.

Posteriormente, teniendo como referente las orientaciones dadas en el taller o guia de
actividad para los estudiantes, trazaron el eje de coordenadas (F8: 9: Format); trazaron
diversas rectas (con F2: 4: Line) para empezar a definir graficamente la Maloka: una recta
paralela al eje x por la parte de abajo y otras rectas paralelas al ejey (una a la derecha y otra

a la izquierda) equidistantes al ejey. Tal como se muestra en la figura. 2:
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Figura 2. Empezando a definir algunos elementos estructurales para construir la Maloka.

Empleando segmentos (F2: 5:Segment) sobre las rectas trazadas, definieron el tamafio del
piso, paredes y el techo de la Maloka, asi como los rangos de variacion. Aprovechando las
posibilidades del asistente de ecuaciones (F6: 5: Ecuation & Coordenates), indicaron en
pantalla las ecuaciones de las semirrectas del te cho, las paredes y el piso de la Maloka, tal

como se muestra en la figura 3:
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Figura 3: Definiendo piso, paredes y techo de la Maloka.

Seguidamente ocultaron las coordenadas, las rectas y Unicamente dejan las semirrectas que al

variar y colocarles traza, generen el techo y las paredes de la Maloka, dado que el piso se
mantiene constante, como se puede observar en la figura. 4:
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Figura 4: Objetos matematicos que al variar permiten disefio grafico de la Maloka.

Finalmente, definen la traza sobre los segmentos que definen techo y paredesy se anima el
punto que hace variar el sistema representado, llegando a la representacion de la Maloka,
una construccion simbolo de la cultura y las tradiciones de los pueblos indigenas de la
Amazonia (ver figura 5).

Las posibilidades de las representaciones ejecutables de la Calculadora Tl 92, se constituyen
en un escenario sensacional para re- crear y articular diversas formas de pensamiento
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matematico y la visualizacion (virtual) del comportamiento (variacion) de los objetos
matematicos en situaciones determinadas.
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Figura 5: La Maloka, simbolo cultural de los pueblos de la Amazonia.

A pesar de que los estudiantes, mediante métodos y estra tegias convencionales (tradicionales)
de trabajo, habian abordado los objetos matematicos que emplearon en la construcciéon de la
Maloka, la posibilidad de observar la variacion y comparar diferentes sistemas de
representacion (verbal, simbdlico, grafico, geométrico), posibilit6é la comprensién e
internalizacion de la funcién como variacion y la comprensién de los objetos mateméticos
vinculados a ella, lo que se constituye en una herramienta poderosa para avanzar
posteriormente en el ambito del calculo. Cobra sentido, la variaciéon de la pendiente de la
funcién que genera el techo; la preservacion constante del punto de corte de dicha funcién con
el eje Y, que al variar genera la familia de funciones que da origen al techo de la Maloka ; el
comportamiento constante de una funcién y su razén de ser, como es el caso de las paredes y
el piso de la Maloka; la observacion y exploraciéon sobre la grafica, su representacion simbodlica,
geomeétrica y la articulacion de una argumentacion verbal y escrita para comunicarse con los
demés compaferos.

De igual manera, permitio la exploracion, el planteamiento de conjeturas, la comprobacién de
dichas conjeturas, el establecimiento de conclusiones a nivel personal y colectivo.

Cabe destacar aqui, las posibilidades de comunicacién e interaccion a partir de los aportes
personales al trabajo colectivo. Por lo general, por bien disefiada que esté una situacion
problematica que se lleve al aula de clase, empleando herramientas mediadoras
convencionales, como l4piz, papel, regla, compas, tablero, marcadores, entre otros, las
posibilidades de conjeturar, explorar respuestas y colocar en el escenario colectivo las
reflexiones y avances es menor y, quizd mucho mas limitada, que con la mediacion de la
calculadora.

La ejecutabilidad y dinamismo de las formas de representaciéon de la calculadora, motivan a la
pregunta y reflexion personal, a la pregunta al comparfiero, a compartir lo que se hace, a
explicar lo que se hace, motivando a la generacién gradual de formas de argumentacion y
demostracién en una nueva dinamica de hacer matematica escolar. Si esto se acompafa con la
elaboracién de registros escritos lo mas detallado posibles por parte de los estudiantes,
permite desde los procesos de ensefianza y de aprendizaje de las matematicas, contribuir a la
produccion escrita y al desarrollo de competencias comunicativas en y desde las matematicas.
Algo que incluso hoy, se considera una tarea dificil por parte de los maestros de matematicas y
otro de los retos trascendentales de los sistemas educativos del mundo.

Conclusiones
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Las matematicas son un saber fundamental de la cultura que circula en ambientes escolares.
La cognicion humana, tienen connotacion socio cultural en tanto que los procesos cognitivos de
una persona, se articulan dialécticamente con la cognicion de las demas.

Las mateméticas escolares, tienen como propdsito central la formacion y el desarrollo del
pensamiento matematico mediante la elaboracién de significados simbdlicos compartidos a
partir de la mediacién instrumental material o simbdlica. En la mediacién instrumental
convergen la naturaleza mediada de la actividad cognitiva y los recursos representacionales
para el desarrollo de la cognicion.

Las representaciones en matematicas son nociones simbodlicas o gréaficas, o bien
manifestaciones verbales, mediante las que se expresan los conceptos y procedimientos en
esta disciplina asi como sus caracteristicas y propiedades mas relevantes que se articulan a un
sistema representacional o de notaciéon constituido por un sistema de reglas para: ldentificar o
crear caracteres, operar en ellos y determinar relaciones entre ellos.

La educacion matematica tiene como propdsito central, el lograr fluidez representacional, que
consiste fundamentalmente en el abordaje de una situaciéon problema a través de diversos
sistemas de representacion (grafico, simbdlico, geométrico, numérico) y la capacidad para
interpretar los resultados del tratamiento que se dé a tales sistemas de representacion
mediante el instrumento ejecutor de que se dispone

La calculadora es un instrumento de mediacion que dispone de sistemas de representacion
ejecutables, que a través de su interaccidon permiten promover el desarrollo del pensamiento
matematico a partir de la observacién dindmica del papel de los objetos matematicos en el
abordaje de una situacion problematica determinada.

Las representaciones ejecutables (simbdlicas, graficas, geométricas, gréaficas, tabulares) de la
Tl 92, permiten visualizar, comprender e internalizar la funcién como variacién en situaciones

problematicas situadas en el contexto socio cultural en el cual se desarrollan los procesos de
enseflanza y de aprendizaje.

La Maloka es una construccién representativa de la cultura de los pueblos indigenas
amazonicos, cuyo proceso de modelacion matematica implica la comprension de la funciéon
como variacion a partir del empleo de las representaciones ejecutables de la calculadora.

La sistematizacion escrita de los procesos de exploraciéon, conjeturacion, reflexion personal,
colectivizacion de los aportes personales y conclusiones colectivas, permite desde los procesos
de ensefianza y de aprendizaje de las matematicas contribuir a la produccion escrita y al
desarrollo de competencias comunicativas en y desde las matematicas escolares.
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Exploraciones acerca de angulos congruentes a partir de ambientes de aprendizaje dindmicos
Lorenza Lozano Moreno
Colegio Distrital Repubica de Costa Rica, Bogota
Leonor Camargo Uribe
Universidad Pedagodgica Nacional, Bogota

Resumen. El articulo presenta una experiencia de aula sobre un tema geométrico abordado
como una propuesta de Situacion Problema. Se plantearon importantes estrategias de solucién
en la exploracion de angulos congruentes, en el contexto de Geometria Dinamica del programa

Cabri. Este nuevo ambiente hizo que los roles de los estudiantes y el profesor fueran mas
dinamicos, haciendo del aprendizaje en geometria un proceso mas significativo.

Introduccién

La ensefianza de la geometria en la educacién tradicional se aborda generalmente mediante la
presentacion de un compendio de definiciones y féormulas proporcionadas por el maestro,
seguidas de algunos ejemplos. El papel de los alumnos consiste en consignar lo que el profesor
explica para luego memorizar dichas definiciones y formulas y responder las preguntas en las
evaluaciones. En este ambito, nociones como la de angulo, son asociadas frecuentemente por
los estudiantes con apreciaciones de tipo perceptual, como posicibn y tamafio y la
congruencia de angulos con igualdad en la medida. Esto debido quizas, a la pobreza del
tratamiento de los objetos de estudio, ya que el ambiente rigido de trabajo en el aula de clase
limita el tratamiento de los objetos de estudio a unas pocas representaciones, propuestas por
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el docente la mayoria de veces. El estudiante entonces se limita en su acciéon y por lo tanto
en la posibilidad de ampliar su conocimiento.

La experiencia de aula que se presenta, tuvo como propdsito modificar el ambiente de
aprendizaje a partir de un enfoque didactico diferente, que parte de una situacion
problematica relativa a la construcciéon de angulos congruentes, en la cual, la accién del
estudiante cambia y el objeto de estudio se convierte en fuente para el establecimiento de
relaciones y la identificacidon de invariantes geométricos. Este ambiente es posible gracias a los
contextos tecnolégicos que movilizan y amplian el campo experiencial del estudiante. El
programa Cabri Géometre se presenta como una alternativa de exploracion dinamica y
experimentacion de una realidad virtual en la cual el estudiante exterioriza sus creencias
acerca de los angulos y su medida, enriquece sus argumentos acerca de la justificacion de la
congruencia de angulos y propone la solucion al problema mediante la identificacion de las
propiedades de los objetos geométricos y sus relaciones.

Hipotesis. El arrastre y la traza activada en el entorno computacional, permitieron identificar
propiedades geométricas relevantes en la construccion de dngulos congruentes.

Marco teorico

Las ideas que enmarcan la propuesta y sirven como referente para la evaluacion y el analisis
de la experiencia de aula, se puede sintetizar en tres afirmaciones:

- la comprension en geometria se logra a partir de la articulacion de dive rsas
representaciones,

- el aprendizaje significativo se logra a través de un ambiente de situacion problemay,

- los contextos de geometria dinamica favorecen la construccion de ambientes de
situacion problema y permiten la articulacion de diversos sistemas de representacion,
contribuyendo asi al aprendizaje de las matematicas.

La primera afirmacion esta sustentada por diversos investigadores quienes manifiestan que sin
recurrir a la idea de representacion es imposible estudiar los fendmenos relativos al
aprendizaje. Una persona aprende cuando domina los distintos sistemas de representacion y
los diferentes tipos de actividades asociadas a estos (Rico y Romero, 1999). En matematicas,
esta idea cobra mayor peso pues, como lo plantea Duwal (1996), en el aprendizaje de un
objeto o concepto matematico las representaciones tienen un caracter imprescindible, pues los
objetos de conocimiento no son perceptibles por lo que solo pueden estudiarse mediante sus
representaciones. El aprendizaje en matematicas implica pasar de un tipo de representacion a
otra, avanzando en el nivel de formalizacion de las representaciones que se usan (Moreno y
Waldegg,1992).

Es cuestionable pensar bajo estos presupuestos, que la ensefianza de las matematicas a partir
de la presentacion formal de los conceptos, produzca buenos resultados. La pobreza
representacional, sobre todo si la Unica version de los conceptos que se tiene es la formulacion
en un lenguaje sintactico poco significativo para los alumnos, conduce a la dificultad de su
aplicacién en la resoluciéon de problemas en un contexto de la realidad o de una disciplina.
Dada la naturaleza de ese aprendizaje, adquirido generalmente de manera restringida y
memoristica, los alumnos no logran transferir sus conocimientos a situaciones nuevas.

Proporcionar ambientes enriquecidos se convierte en una responsabilidad de los docentes, en
donde los estudiantes tengan la oportunidad de explorar ideas, socializar sus indagaciones y
construir conocimiento colectivamente, a partir de la utilizacion de diversas representaciones.
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Esto se logra si se favorece un ambiente de situacién problema como contexto dentro del cual
tenga lugar el aprendizaje.

El enfoque didactico de situacién problema aplicado a la geometria, propone entonces
privilegiar la actividad del alumno sobre la contemplacién pasiva de figuras, simbolos y
memorizacion de conceptos para desarrollar la comprension de estos a partir de la
identificacion de invarianzas bajo distintas transformaciones. Se trata de que el aprendiz
avance progresivamente en la comprensién y el conocimiento de la geometria mediante la
formulacion de problemas que le brinden mdltiples oportunidades de disefiar, explorar,
modelar, conjeturar, definir y argumentar para que posteriormente y cuando esté abonado el
camino para ello, entienda mejor la necesidad de las definiciones y la rigurosidad de las
demostraciones, en un contexto puramente matematico.

Al favorecer la indagacion, el analisis y la propuesta de alternativas de solucién, los problemas
se constituyen en un desafio de caracter atrayente, divertido, y creativo, que permiten al
estudiante exteriorizar sus conocimientos previos para generar hipotesis. Al estudiar la
informacion que aparece en un problema, organizarla e identificar las regularidades presentes
en la situacién, surgen aspectos matematicos relevantes y se genera nuevo conocimiento.

Construir estos ambientes se convierte en un reto para los educadores quienes no sélo deben
formular problemas interesantes para que los estudiantes se motiven y pongan a prueba su
curiosidad, sino que permanentemente deben orientar el trabajo hacia la construccion
conceptual, la participaciéon libre y espontanea, la aceptacién y valoracién de los aportes
individuales y la expresion de las ideas, en un ambiente de buena comunicacion.
Afortunadamente se cuenta hoy en dia con programas de geometria dinamica que no soélo
favorecen el trabajo con mudltiples representaciones sino que, al estar instalados en
calculadoras graficadoras con dispositivos pam socializar en publico las construcciones
individuales, favorecen ambientes de aprendizaje de situacion problema.

En contextos de geometria dinamica, como el programa Cabri Géomeétre, la conceptualizacion
de los objetos geométricos no se hace a partir de algunas pocas representaciones pues la
posibilidad de transformar de manera continua las construcciones, mediante la opcion arrastre
de una figura, permite barrer un basto campo de representaciones asociadas. Las propiedades
de las figuras emergen como los invariantes de las representaciones cuando se someten al
movimiento. La posibilidad de exploracion del comportamiento de las figuras geométricas
permite una interpretacion matematica de las mismas y favorece la conceptualizacion.

Al tener un contexto de exploracion se favorece ademas en la clase, un ambiente de
construccién de conjeturas y el deseo de presentar a los comparfieros las producciones
individuales o grupales. Las propuestas a los problemas matematicos son validadas mediante
la argumentacion, la socializacion y el intercambio colectivo de experiencias llegando por
ultimo, a la generalizacion de acuerdos conceptuales orientados por el profesor en un
ambiente de situacion problema disefiado por él.

Disefo de la experiencia

La situacion problema ¢ onstruir un par de angulos congruentes, cuya congruencia se conserve
ante cualquier movimiento de los objetos de la construccioén, fue propuesta a los estudiantes
de grado octavo de basica secundaria del Colegio Distrital Republica de Costa Rica, los cuales
trabajaron por parejas, con una calculadora. Previamente a la aplicacion de esta situaciéon
didactica, los estudiantes trabajaron en el estudio de las alturas de un triAngulo y puntos de
concurrencia, el estudio de angulos suplementarios y la conservacion de las areas de un
rectangulo. Es decir, se realizaron aproximadamente diez sesiones previas que permitieron que
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los estudiantes adquirieran cierta habilidad instrumental al usar la calculadora y conocieran las
opciones basicas de indagacion acerca de propedades geométricas.

La propuesta didactica abordada para el trabajo en el aula fue la de situacion problema. Los
alumnos propusieron construcciones, resultado de la exploracién libre con la calculadora.
Luego, el grupo validé dichas propuestas y finalmente se generalizé el conocimiento. A través
de este tratamiento se avanzé hacia la construccion de estrategias para obtener angulos
congruentes, cuya congruencia no fuera ocasional, basada en la igualdad en la medida, sino en
la busqueda de criterios de mayor validez, basados en propiedades geométricas como ser
opuestos por el vértice o ser alternos internos y externos o correspondientes entre paralelas,
que permitieran a los estudiantes reconocer este tipo de angulos en cualquier contexto y sin
medirlos. Se emplearon dos unidades de clase de 90 minutos cada una.

Estrategias usadas por los alumnos

Los estudiantes tuvieron dificultades desde el mismo momento de iniciar la experimentacion en
la calculadora. Sus apreciaciones acerca de los angulos que construyeron y de su medida
estaban fuertemente influidas por la percepcién de propiedades irrelevantes, dependientes de
factores fisicos como forma, tamafio y posicion, producto de un uso muy limitado de las
representaciones. Estos son algunos ejemplos:

- Este no es un angulo porque esta de para abajo- ( ver figura 1)
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Figura 1

- Estos angulos no son congruentes porque no tienen la misma posicion - (ver figura 2)
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Figura 2

- ¢Como hacer para que dos dngulos midan lo mismo por todos los lados ? (ver figura 3)
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La posibilidad de arrastre de los objetos de la construccién, en la calculadora, proporciono6 a los
estudiantes un contexto que les permitié experimentar sobre sus creencias acerca de las
propiedades de los angulos y su medida para comenzar a apreciar las propiedades geométricas
mas que las caracteristicas perceptuales.

Las estrategias empleadas por los estudiantes se clasifican en los siguientes tres tipos:
construccién de angulos opuestos por el vértice, identificacion de pares de angulos interiores
de un poligono regular y obtencién de angulos a partir de una recta que intercepta a dos
rectas paralelas.

Estrategia 1: Construccion de angulos opuestos por el vértice

Una primera estrategia consistié en considerar que el angulo ABC, podia relacionarse con otro
angulo, el opuesto por el vértice, mediante la prolongacién de sus lados formando dos rectas
que se intersecan por un punto (vértice B).( ver figura 4)
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Figura 4

Al mover uno de los lados, por ejemplo B4 | notaron que aumentaba la amplitud del angulo
ABC, pero al hacer esto, simultaneamente una de las rectas (s) se movia en sentido contrario
haciendo que la amplitud del a4ngulo opuesto también aumentara; de esta forma, los dos
angulos en mencidon permanecian congruentes. De igual manera ocurria si se reducia la
amplitud del angulo ABC. En esta experimentacion, los estudiantes aprovecharon la opcion
Traza del programa Cabri Géométre , para validar esta conjetura (ver figura 4)

Ahora bien, el esfuerzo de socializar la propuesta contribuyd a que los estudiantes mejoraran
las formas de expresion al introducir lenguaje matematico buscando precisar sus ideas. Poco
a poco fueron haciendo uso de un lenguaje mas elaborado tanto gramatical como
matematicamente. Ejemplo de esto lo constituye el siguiente fragmento de una conversacion
en clase, en la que se evidencian problemas iniciales para nombrar el vértice de los angulos:
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A: (Al arrastrar una de las rectas del a&ngulo ABC (wer figura 4) dice a sus compafieros) Miren
que lo muevo (el &ngulo) vy vean que los angulos tienen la misma medida. Voy a explicar por
qué no cambia la medida. Porque el angulo esta en el centro, entonces no cambia la medida.

P: ¢Cudl angulo?

A: Ah, no, el punto.

P: ¢ Cual punto?

A: Ah, el vértice.

P: En esa construccion, ¢hay otros angulos con la misma medida?

(A muestra los otros dos angulos de la construccion y dice: Estos tienen la misma medida
porque el vértice esta en el centro.

P: O sea que estos cuatro angulos , stienen la misma medida?
A: Si

Los estudiantes en coro manifiestan no estar de acuerdo y un estudiante demuestra que no lo
son haciendo la medicion de ellos.

Un caso especial de esta estrategia fue considerar el caso de la construccién ce dos rectas
perpendiculares (ver figura 5)
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Figura 5

Los estudiantes descubrieron que se formaban cuatro angulos congruentes, cuya congruencia
se conservaba ante el movimiento de las rectas. A pesar de no aportar nuevos elementos para
resolver el problema, esta propuesta fue importante pues permitié discutir acerca de los
angulos rectos. Solo hasta ese momento algunos alumnos asimilaron e interiorizaron el
significado de la perpendicularidad de los &ngulos rectos como propiedad fundamental de
ellos. Esta nueva caracterizacion de los angulos rectos desplazo la idea de congruencia de
angulos a partir de su medida, por una mas confiable y menos ocasional.

Estrategia 2: Identificacion de pares de angulos interiores de un poligono regular
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Otra  estrategia que se dio fue la de aprovechar las representaciones de los poligonos
regulares y estudiar sus &ngulos interiores. Se estudiaron los &ngulos interiores de un
cuadrado, después de un pentagono y posteriormente de un hexagono. (ver figura 6)
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Figura 6

Los estudiantes usaron la opcién arrastre para variar el tamafo y verificar si la congruencia se
conservaba al variar las dimensiones de los poligonos. Esta situacion no se ajustaba del todo a
la situacion problema planteada, ya que no se daba la posibilidad de variar la amplitud de los
angulos, en cada uno de los poligonos estudiados. Sin embargo, la conservaciéon de la medida
de los angulos interiores de los poligonos regulares al variar el tamarfio de los mismos, asi
como la congruencia de sus angulos interiores, se constituyeron en descubrimientos
importantes para algunos de los estudiantes. Otros desviaron su atencion hacia el estudio de
los poligonos estrellados dejando abierto un amplio espacio de exploracion.

Estrategia 3 : O btencién de angulos a partir de una recta que intercepta a dos rectas
paralelas.

La tercera estrategia propuesta por los estudiantes surgié cuando la profesora formuld la
pregunta: ;Existirdn pares de angulos congruentes que no compartan el vértice, pero cuya
congruencia se conserve ante el movimiento de los objetos de la construccion?

Unos estudiantes hicieron una representacion como la que aparece en la figura (ver figura 7)
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Figura 7

Aparentemente las lineas verticales parecian paralelas y los dngulos A y B median lo mismo.
Pero al arrastrar los objetos de la construccibn no se conservaba la congruencia, lo que
evidencié que los estudiantes seguian basandose en dibujos que se deformaban con el
movimiento. Se origind asi un conflicto cognitivo porque al descuadrarse la estrategia
propuesta, obligé a los estudiantes a proponer otras que soportaran la prueba del arrastre.
Construyeron entonces rectas paralelas cortadas por una transversal (ver figura 8)
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Figura 8

En esta representacion, los angulos estudiados fueron A y B inicialmente. Al intentar hacer una
caracterizacion de estos angulos que p ermitiera identificar pares de angulos congruentes sin
medirlos, concluyeron que tendrian que compartir un lado y tener los otros lados paralelos.
Esta conjetura fue confirmada al comprobar la congruencia de los angulos alternos internos.
Posteriormente generalizaron la propiedad concluyendo que los lados deberian ser paralelos
dos a dos, como en el caso de los angulos correspondientes.

Conclusiones

El uso del programa de geometria dinamica en la situacion problema propuesta, credé un
ambiente favorable para que los estudiantes propusieran sus propias estrategias para
encontrar angulos congruentes sin medirlos. De esta manera lograron el reconocimiento de la
congruencia de los angulos opuestos por el vértice y de los alternos internos, alternos externos
y correspondientes entre paralelas. La exploracion permitié adicionalmente aclarar propiedades
geométricas importantes como la congruencia de los angulos en los poligonos regulares y la
perpendicularidad de los angulos rectos.

Propiedades del Cabri como el arrastre de los objetos de la construcciéon y la opcién traza
activada favorecen la exploracion de propiedades de los objetos geométricos inicialmente
relacionadas con las caracteristicas perceptuales de las figuras, o basando la verificacion de las
mismas Unicamente en la medida, para dar paso a la identificacion de propiedades
geomeétricas relevantes. Como los estudiantes no estaban acostumbrados a establecer
propiedades geométricas propiamente dichas, inicialmente construyeron angulos
aparentemente congruentes utilizando como comprobacién, la medida. Pero méas adelante y
gracias a que la calculadora les ampli6 el campo de experimentacién, pudieron generar
estrategias de aprendizaje que hicieron de este algo mas significativo.

Los nuevos roles asumidos por estudiantes y docentes en un ambiente de situacién problema,
desarrollan y mejoran la comunicacion hablada y escrita. El clima de confianza, respeto y
tolerancia que se cred, permitiéo a los estudiantes aprender matematicas socialmente. Es
decir, a través de dialogos inicialmente espontaneos, fruto de sus vivencias y conocimientos
previos, empleando un lenguaje cotidiano. Y posteriormente, poco a poco y con la
orientacion del docente, construyeron un lenguaje mas elaborado, el cual incluia vocabulario
matemaético.
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Una experiencia de “descubrimiento” en clase de geometria
Leonor Camargo Uribe
Incorporaciéon Nuevas tecnologias al Curriculo de Matemaéaticas, MEN

Universidad Pedagoégica Nacional, Bogota

Resumen. En este articulo se presenta una alternativa para aprovechar el papel
protagénico del software Cabri como instrumento de reorganizacion de las
actividades en clase en geometria. A partir de una dinamica de resolucion de
problemas en la que se propone la exploracion de la relacion pitagorica, se da lugar a
la generacion de conjeturas que permite a los alumnos poner en juego sus
conocimientos informales vy avanzar hacia la construccion del conocimiento
geométrico genuino. Bajo la orientacion del profesor, se revisan aquellas ideas que
se creian interiorizadas y se construyen lo que hemos denominado reglas de
procedimiento, que permiten a los alumnos el acercamiento conceptual a nuevas
propiedades geomeétricas.

Introduccion

El proyecto de Incorporacion de Nuevas Tecnologias en el Curriculo de Matematicas de la
Educacion Media de Colombia que desarrolla el Ministerio de Educacién en coordinacién con
universidades y colegios publicos, esta basado en la premisa segun la cual, los computadores y
las calculadoras a lgebraicas que incorporan paquetes de geometria dinamica tienen gran
potencial para cambiar las practicas de aula en matemaéaticas. En particular, en geometria, el
proyecto considera que el software Cabri GEomeétre se convierte en una fuente de exploracion
que modifica la forma de concebir los objetos geométricos y las estrategias de resolucién de
problemas, contribuyendo a construir el puente entre la geometria de los dibujos y la

geometria de los objetos geométricos (Moreno, 2002a).
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A raiz de nuestra participaciéon en el proyecto, hemos venido buscando alternativas para
construir ambientes de aprendizaje de la geometria, con tecnologia, que respondan a las
expectativas antes mencionadas, pues la sola presencia de los recursos no garantiza el cambio
curricular. En este sentido intentamos aprovechar el papel protagénico del software como
instrumento de reorganizacion de las actividades en clase para generar una dinamica de

resoluciéon de problemas que de lugar al desarrollo de un conocimiento geométrico genuino.

La experiencia que vamos a relatar muestra de qué manera la posibilidad de explorar
relaciones alrededor de una idea geométrica, por sencilla que sea, genera un clima de
“elaboraciéon de conjeturas” que permite a los alumnos experimentar la actividad de “hacer
matematicas”. Alrededor de una propuesta de indagaciéon con la calculadora, los alumnos
ponen en juego sus conocimientos y comienzan a utilizarlos para resolver una tarea. Es alli
donde, bajo la orientacién del profesor, se revisan aquellas ideas que se creen interiorizadas
y se construyen, lo que hemos denominado reglas de procedimiento, que permiten el

acercamiento conceptual a nuevas propiedades geométricas.

Inicialmente presentamos algunas ideas que sirven de marco tedrico al trabajo del proyedo y
nos han servido de guia para orientar el trabajo con los alumnos e interpretar aquello que
experimentan cuando hacen uso de la tecnologia. Posteriormente narramos una experiencia en
el aula alrededor de una tarea de construccion geométrica disefiada para verificar si los
estudiantes tenian incorporada la relacién pitagérica como una regla de procedimiento.

Finalmente analizamos los logros de los estudiantes.

Marco Teoérico

El marco conceptual que sustenta nuestro trabajo se centra en el reto de la didactica de buscar
hacer significativo el conocimiento matematico que en esencia es abstracto y
descontextualizado (Moreno, s.f.). Si se busca un mecanismo para lograr movilizar la cognicion
del estudiante hacia la interpretaciéon de una idea, la busqueda de estrategias para la solucion
de un problema, la produccion de una conjetura y el deseo de validarla para comunicarla, se

van creando las condiciones para ir elevando el nivel de organizaciéon del que parte el
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conocimiento informal del estudiante y se generan las condiciones para comenzar el proceso
de descontextualizacion y sistematizacion, que da origen al conocimiento matematico. A este
ultimo se llega cuando se produce la cristalizacién de una idea en una regla de procedimiento o
“esquema de uso” (Moreno, 2002b; 2002c) que le permite al estudiante usarla, por decision
personal, para proceder a explicar nuevos resultados, hacer inferencias y trabajar en

propiedades o relaciones geométricas.

Este reto de la didactica se puede lograr, segun Noss y Hoyles (1 996), mediante la
construccién de escenarios en donde los estudiantes puedan coordinar sus ideas informales
con ideas mas formalizadas, escenarios denominados por ellos como dominios de abstraccion.

Un ejemplo de dichos dominios son los ambientes computacionales y en particular los
programas que han surgido para trabajar geometria dinamica (Cabri Géométre; Geometre
Stketch Pad; Cinderella; etc.). A partir de unos objetos geométricos iniciales y de la
construccion de otros que se “comportan” de acuerdo a ciertas relaciones estructurales que
dieron lugar a su construccioén, estos programas proporcionan una fuente inagotable de
experiencias visuales que exteriorizan las relaciones geomeétricas en juego posibilitando la
construccion del sentido de las mismas y su uso en la formulacion de conjeturas. Los dibujos
se constituyen en el habitat de propiedades generales que dan la posibilidad de generalizacion
y posterior construccidon de reglas de procedimiento (Moreno, s.f.).

Un medio como Cabri Géomeétre brinda la s posibilidades de exploraciéon de relaciones
geomeétricas. El software se convierte en un socio cognitivo que acompafa al estudiante en sus
indagaciones sobre los objetos matematicos, se convierte en un inspirador de ideas sobre
coémo manipular las representaciones de los objetos geométricos en juego y contribuye a
darles sentido. El conocimiento matematico se sitia en el mundo Cabri y en él se sientan
bases solidas para comenzar el proceso de descontextualizacion de las ideas geométricas

para generalizarlas en invariantes que se incorporan en la red conceptual (Moreno, s.f.); de
esta manera se da lugar a la construccion de reglas de procedimiento con las cuales
enfrentarse a la resolucion de problemas.

Sin embargo, este proceso no se da Unicamente por la presencia de la tecnologia
informatica. El esfuerzo del profesor por orientar el trabajo cognitivo del estudiante hacia la
exploracion y posterior construccion de reglas de procedimiento es fundamental para
garantizar el éxito del proceso. El disefio de una actividad que interese a los alumnos, que los
impulse al trabajo colectivo, que los lleve a formular conjeturas y querer validarlas,
acompafiado de la formulaciéon de preguntas oportunas que dirijan la atencién a los aspectos
relevantes de la situacién, a la bisqueda de patrones de generalizacion y formalizacién y a la
construccion de invariantes, estan bajo su responsabilidad. En un ambiente de interaccion
social y sin tener la presiéon por abarcar demasiados contenidos en una sola clase, el docente
cambia de funcion, convirtiéndose en un orientador de las exploraciones de los estudiantes e
impulsador de la construccion de dichas reglas.

Disefo de la experiencia

Contexto de la experiencia: La experiencia se realizé con un grupo de estudiantes de
grado séptimo del colegio Distrital Benjamin Herrera (jornada de la mafiana). Los
estudiantes habian trabajado con el software Cabri GEomeétre incorporado a la
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calculadora algebraica una hora a la semana, en la clase de geometria, alrededor de
3 meses. Inicialmente el trabajo se centré en el conocimiento del comportamiento de
los objetos geométricos béasicos del software como puntos, rectas y circunferencias.
Posteriormente, dentro de la situacién problema, se trabajaron algunas relaciones
geométricas como la congruencia de angulos, la relacién “ser par lineal” y el
paralelismo y perpendicularidad entre rectas. Finalmente, al momento de presentar
la situacion que se describe, estaban trabajando algunas relaciones entre las partes
constitutivas de los triangulos.

Situacion problema : la situacion se desarroll6 alrededor de la siguiente propuesta de
construccion:

Construir un triangulo en el que se cumpla que el cuadrado de la medida de un lado sea igual a
la suma de los cuadrados de las medidas de los otros dos lados.

Proponer este tipo de actividades soélo es factible si se cuenta con programas de geometria
dindmica caracterizados por la posibilidad de “arrastre” de los objetos, aspecto que permite
poner en evidencia la invarianza de las relaciones geométricas involucradas en las
construcciones. Consideramos que para el grupo de estudiantes con los que se trabajo la
actividad se constituyé en una situacién problema pues los motivé a trabajar, les permitio
partir de lo que sabian y los invité a tomar decisiones frente a las estrategias a seguir. Aunque
el trabajo con la calculadora ya era familiar para este grupo de alumnos, no asi las relaciones
geomeétricas presentes en un triangulo rectangulo. Por lo tanto, presuponiamos que tenian
cierta informacion acerca de la relacién pitagérica pero queriamos explorar si ya la habian
incorporado como una regla de procedimiento.

Momentos de la intervencidn. En el disefio de la actividad se tienen en cuenta tres
momentos que pretenden crear un ambiente de interacciéon que permita a los estudiantes
partir de algunas hipétesis para enfrentarse a la tarea, socializarlas en un grupo pequefio y
luego defender sus ideas ante el grupo en general. Inicialmente se sucede una etapa de
exploraciéon por parejas con intervenciones cortas del profesor para cuestionar aquello que los
alumnos estdn haciendo o sugerir algun camino. A continuacién los estudiantes pasan a
exponer sus producciones siendo fundamental en este momento el view screen, o pantalla
liguida, que al poder conectarse a cualquie r calculadora permite presentar en pantalla grande
el trabajo de cada grupo. En esta actividad de presentacién es donde se da lugar la discusion
pues cada grupo trata de defender sus construcciones o afirmaciones ante los demas.
Finalmente, se realiza una institucionalizacién dirigida por el profesor en donde se destacan las
conclusiones obtenidas y se avanza en la formalizacion al presentar en forma sistematica las
relaciones estudiadas, la notacion correspondiente y aquellos aspectos que el profesor desee
destacar.

Evaluacion. Para la evaluacion del desempefio de los alumnos asi como de la pertinencia de la
tarea, dirigimos la atencion hacia los procesos que los alumnos realizaron, mas que hacia los
productos del aprendizaje. En ese sentido daremos cuenta de por qué decimos que Cabri
Géomeétre se convierte en un dominio de abstraccion que permite construir reglas de
procedimiento, si el profesor aprovecha su potencialidad. Hemos establecido las siguientes
categorias de analisis:

Procesos Cognitivos : Con la evaluacion queremos dar cuenta de como el escenario propuesto
favorece estrategias cognitivas de los estudiantes dirigiendo especial atencion a (i) la
posibilidad de partir de su conocimiento informal en el lenguaje natural e irlo adecuando para
expresar sus ideas correctamente y comenzar a formalizar, (ii) el uso de la ejecutabilidad de
las representaciones para construir conjeturas y hacer exploraciones en diversos contextos
geométricos y (iii) las posibilidades que brinda el escenario para argumentar, construir
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invariantes y formular reglas de procedimiento. En sintesis, se trata de documentar los

patrones de generalizacién y formalizacién que salen a la superficie en la actividad de
solucién del problema.

Procesos actitudinales: También queremos dar cuenta de cémo el dominio de abstraccion que
proporciona Cabri, al constituirse en fuente de generacion de significados a partir del potencial
visual que brinda, desarrolla una sensacion de confianza en los alumnos que los motiva a
hacer exploraciones mas alla de las solicitadas, enrumbarse por caminos insospechados y
querer comunicar los resultados de sus exploraciones al grupo. Queremos mostrar de qué
manera el software se convierte en un socio cognitivo del estudiante y le permite mejorar sus
relaciones con la matematica convirtiéndose en laboratorio experimental con el cual poner en
juego conjeturas, experimentarlas y validarlas para construir después reglas de procedimiento.

Resultados
Mas que dar cifras para mostrar el éxito del ejercicio lo que pretendemos es narrar algunas

situaciones vividas con nuestros alumnos que ejemplifican el ambiente experimentado.

El primer acercamiento a la tarea consistié en interpretar lo que se pedia en el enunciado del
problema, en términos de identificar qué tipo de triangulo debia construirse. Inicialmente
algunas parejas de alumnos se aventuraron a conjeturar que la relacion pedida se verificaba
en los tridngulos donde la suma de las medidas de los angulos interiores fuera 180°. Dicha
conjetura fue rebatida en la socializaciéon casi de inmediato a su presentacién, por un alumno
que mostrd, usando la herramienta del arrastre, que era factible tener triangulos en donde se

verificaba la invarianza pero en los cuales no se tenia la relacidon pedida. (ver Figura 1).
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Figura 1

Al dirigir la atencion sobre la suma de los angulos interiores de un triangulo un alumno
comento6 que esto era siempre asi porque al hacer variar los angulos del triangulo lo que se
aumentaba en un angulo se disminuia en el otro (Mario). En respuesta a este comentario, otro

estudiante manifesté quela suma de los dngulos interiores de un tridngulo es siempre 180°,
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eso no lo tenemos que medir (Juan). Para este alumno, esta propiedad era ya una regla de

procedimiento.

A continuacion se generdé un ambiente de exploracién, nuevamente por parejas, que llevé a
algunos alumnos a conjeturar que uno de los angulos del triangulo debia ser recto, es decir, de
90°. Para verificar dicha conjetura, unos grupos se dedicaron a encontrar un triangulo
rectangulo en el cual esto no sucediera. Como utilizaron la estrategia de alargar o acortar los
lados, p rocurando mantener constante la medida del angulo de 90°, generalizaron la
propiedad a todos los triangulos rectangulos obtenidos a partir del alargue de los lados del
angulo recto en el original. Adicionalmente observaron que el lado mas largo siempre era el
lado opuesto al angulo recto, generalizando otra propiedad de los tridAngulos rectangulos.
Aprovechamos esta uUltima generalizacion para introducir los nombres “oficiales” hipotenusa-

cateto para hacer referencia a los lados de un triangulo rectangulo.

Como la busqueda del contraejemplo fue infructuosa les sugerimos aprovechar el dinamismo
del recurso computacional para validar la propiedad por un camino diferente al seguido,
tratando de construir un triangulo rectangulo que soportara cualquier tipo de arrastre y en
donde se verificara la propiedad. Esta pregunta gener6 dos estrategias de trabajo que
condujeron por dos caminos de indagacion diferentes, a la busqueda de un mecanismo para

asegurar que el triangulo siempre fuera rectangulo y estudiar la relacion:

a) hacer uso de rectas perpendiculares:

El uso de esta estrategia condujo a los estudiantes a relacionar dos hechos geométricos que
conocian desde primaria pero que no habian conectado: como dos rectas perpendiculares
forman angulos rectos, entonces dos lados de un triangulo rectangulo estan formados por
segmentos perpendiculares. Al estudiar esta conjetura, los estudiantes reconocieron los
segmentos perpendiculares en cualquier posicion del triangulo lo que los llevé a identificar que

la perpendicularidad no dependia de la posicidon vertical u horizontal del angulo (figura 2).
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b) aprovechar las propiedades de los poligonos regulares:

Un estudiante recordd que en una clase anterior habian estudiado que los angulos de un
cuadrado eran rectos. Esto lo llevé a usar un cuadrado (figura 3), afirmando que al hacer una

diagonal, se forman dos triangulos como los que me piden (Andrés).

3a. a6e 3a. aE° Ri7.19
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Figura 3

Como esta solucidn le parecié muy sencilla decidié explorar otros poligonos regulares en los
que pudiese encontrar angulos rectos. Encontré que en los poligonos regulares con un nimero
par de lados siempre era posible encontrar un angulo recto si tomaba como hipotenusa el

diametro de la circunferencia circunscrita (figura 4).

HMAIW DEG ERACT FUMC

Figura 4
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Le sugerimos estudiar como eran los triAngulos semi - inscritos en circunferencias. De alli lleg6
a concluir que dichos tridngulos siempre eran rectdngulos porque“era la mitad de la

circunferencia que mide 360°” (Andrés).

Una vez identificadas dos formas de construir triangulos rectangulos que soportaran la prueba
del “arrastre” nos concentramos en la relacion a estudiar y les explicamos a los estudiantes

que este era un teorema conocido, llamado el Teorema de Pitagoras.

Algunas conclusiones consignadas por los estudiantes en sus cuadernos de trabajo al
solicitarles explicar el Teorema de Pitagoras, reflejan la comprensiéon de la relacion estudiada,

y las reglas de procedimiento que generaron:

Se traza una recta y por cualquier parte una perpendicular. Sobre la perpendicular se traza
una recta oblicua que llegue hasta la primera recta. Se mide el angulo que forman las
perpendiculares que es de 90° para probar que el triangulo es rectangulo y luego vemos que si
sumo un lado elevado al cuadrado con el otro lado también elevado al cuadrado, este resultado

es igual a la hipotenusa elevada al cuadrado (Camilo).

El Teorema de Pitdgoras nos dice que la suma de los catetos al cuadrado nos da como

resultado la hipotenusa al cuadrado, pero se tiene que tener un triangulo rectangulo (Diego).

No hay triangulos en donde la suma de los angulos interiores sea distinto a 180° (Juan).

Gracias a un cuadrado podemos construir dos triangulos rectangulos que cumplen el Teorema

de Pitdgoras (Andrés).

Para construir un angulo recto dentro de un poligono regular siempre tiene que pasar la

hipotenusa por el centro del poligono (Andrés).

Conclusiones
El dominio de abstraccion de Cabri generd la posibilidad de crear un contexto de exploracién
que permitié a los estudiantes vincular la nocién informal de angulo recto: aquel que mide 90°

con la propiedad geométrica de laperpendicularidad. Decimos que el conocimiento del angulo

recto como de 90° es informal por que inicialmente para los alumnos justamente esa medida
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no era indicativo de ninguna propiedad geométrica en particular. En el dominio de abstracciéon
los estudiantes vinculan dos hechos geométricos conocidos pero no necesariamente

significativos.

La posibilidad de ejecutar las representaciones permite a los alumnos explorar los invariantes
de las construcciones y hacer uso de las herramientas de verificacion que proporciona el
programa para validar sus conjeturas. El calculo inmediato de las medidas de los angulos, al
tiempo que de la relacién pitagodrica lleva a los estudiantes a re -conocer propiedades
importantes de los triangulos en general (como que la suma de las medidas de los angulos es
180°) y de los triangulos rectangulos (el lado mas largo es la hipotenusa; teorema de
Pitdgoras). Ademas, el aprovechar las propiedades geométricas que salen a relucir en los
procesos de construccion, lleva a la formulacién de inferencias que se convierten en el
fundamento de las reglas de procedimiento, con las cuales se enfrentaran a futuras tareas. Sus
reflexiones ascienden del nivel perceptual que se pondria probablemente en juego al hacer el

ejercicio con lapiz y papel, hacia discusiones donde se explicitan propiedades geométricas.

La introduccién del lenguaje formal de la geometria se hace poco a poco y sobre la necesidad
de ponernos de acuerdo en la comunicacidon. Al comienzo los estudiantes utilizan el lenguaje
natural para hablar de sus producciones, pero en el momento en que el profesor orienta el
lenguaje y comienza a referirse al lenguaje espedalizado, este ultimo se va contagiando y se
comienza a usar con naturalidad, permitiendo a los nifios reconocer la necesidad de usarlo

para hablar con mayor precision y claridad.

Del punto de vista de las nuevas metas acerca de la ensefianza de las matemaéticas, esta
experiencia permite adquirir confianza en la capacidad de hacer matematicas, valorar el
trabajo en grupo, la comunicacion, etc. (NCTM, 1991) rescatando asi la geometria, como un

espacio de aprendizaje que contribuye al desarrollo cognitivo.
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Resumen . En este articulo mostramos coémo la interaccién de un individuo con el programa
de geometria dindmica Cabri al enfrentarse con la soluciéon de un problema, permite el
reconocimiento de relaciones implicitas en el enunciado que le ayudaran a construir la solucion
y a argumentar sobre su validez. Una vez mas se ejemplifica la idea de que la geometria
dindmica se constituye en un dominio de abstraccion que permite al aprendiz utilizar la
calculadora (o el computador), como socia cognitiva, facilitando su participaciéon en la
construccién del conocimiento.

Introduccion

En diversos trabajos se ha presentado el potencial didactico del software de geometria
dindmica. Se muestran sus bondades en la construccion de ambientes de aprendizaje que
favorecen actividades de exploracion de propiedades y relaciones geométricas, seguidas de la
verificacion de las mismas, con el uso de mecanismos de control que vienen incorporados al
programa. Sin desconocer estas actividades como esenciales en el aprendizaje escolar, algunos
criticos han manifestado su preocupacion por la pertinencia de éstas como actividades
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matemaéaticas genuinas que, por no ser fruto de una construccion deductiva no conducen al
desarrollo de conocimiento matemético propiamente dicho. Esta inquietud ha llevado a los
educadores matemaéticos a plantearse el siguiente interrogante: ¢cémo tratar con la naturaleza
descontextualizada de las proposiciones matematicas que forman parte de una cultura
matematica universal y, al mismo tiempo, con la necesidad de admitir que el conocimiento que
un estudiante construye, produce, asimila, se da siempre mediado por un contexto? (Moreno,
s.f.)

En este articulo queremos mostrar que el uso de un software de geometria como CABRI
permite, a partir de la dinamica entre la exploracién yla sistematizaciéon de propiedades y
relaciones geométricas presentes en la solucién de un problema, generar argumentos para
comprobar afirmaciones y validarlas dentro del contexto geométrico en que se trabaja. Estas
actividades conforma n parte esencial de la sistematizacion y el refinamiento de la
argumentacién para dar sentido a lo que se entiende en mateméticas como sistema axiomético
y demostracion. El uso del software se convierte asi en un puente entre el conocimiento
empirico que se valida a través de la ostensiéon y el conocimiento formal que se valida a través
de la deduccioén.

Hemos podido detectar que para aprovechar al maximo el potencial del software es necesario
conjugar cuatro momentos estrechamente relacionados que se combinan permanentemente en
el trabajo matematico: la exploracion, la construcciéon , la argumentacién y la demostracion.
Para ejemplificar estas ideas vamos a presentar la manera como tres profesores de
matemaéticas se enfrentan individualmente a la solucion del siguiente problema: Construir un
tridngulo equilatero de tal forma que cada uno de sus vértices esté sobre cada una
de tres rectas paralelas dadas. Haremos una descripcion, de manera sucinta pero lo mas
fiel posible de las estrategias utilizadas en cada una de las soluciones y sus argumentaciones,
procurando destacar los momentos mencionados anteriormente. Cada una de las soluciones se
diferencia esencialmente en la estrategia empleada que depende principalmente de la
exploracion inicial. De esta manera pretendemos mostrar B rigueza de alternativas que
surgen en el ambiente CABRI para enriquecer el aprendizaje ya que los aprendices tienen la
posibilidad de desarrollar diversas estrategias de solucidn a un mismo problema y convencerse
de que los problemas de matematicas no tienen necesariamente un Unico camino de solucién.
Esperamos que el lector pueda tomar elementos de lo expuesto aqui para enriquecer su
trabajo en el aula.

Marco Teorico

Este trabajo asume los presupuestos tedricos desarrollados en el proyecto Incorporacion de
Nuevas Tecnologias en el Curriculo de Mateméaticas de la Educacion Basica de Colombia (MEN,
2000) centrandose en lo que se ha denominado un dominio de abstraccion  (Moreno, 2002) y
en la conceptualizacion de la argumentacion desde una perspectiva mas amplia que la
tradicional.

La nocién de dominio de abstraccion surge en el panorama educativo cuando se aborda el reto
de construir significado de nociones matemaéticas que en esencia son abstractas (Moreno, s.f.).
Al aceptar que la cognicién de un estudiante no se adapta de modo natural a la organizaciéon
formal de una disciplina, y que la exigencia cognitiva que significa el enfrentarse al aprendizaje
de las matematicas a partir de este tipo de organizaciéon es enorme, se ha visto la necesidad
de aceptar que el conocimiento y el aprendizaje son por naturaleza situados, es decir,
dependen en su construccidn y en su interpretacion, de la especificidad del contexto en el que
surgen (Wertsh, 1993).

Al usar contextos que posibiliten acceder al tratamiento de problemas matematicos a partir de
los conocimientos que se poseen, se desencadena una exploracion sistematica que da lugar al
establecimiento de asociaciones, regularidades, invariantes, etc., y a una posterior creacion de
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nuevos entes matemaéaticos. Se dice que el contexto se constituye en un dominio de
abstraccion pues pone a disposicion del estudiante los recursos que estimulan la construccion
de significados, brinda un soporte para establecer conexiones entre porciones aisladas de
conocimiento, permite ®nectar el conocimiento informal con fragmentos de conocimiento
matematico y permite avanzar hacia la abstraccion de la esencia de las relaciones
encontradas, dando lugar a construcciones intelectuales de mayor estatus conceptual. El
conocimiento avanza hacia proposiciones generales cuyo rasgo caracteristico es estar
descontextualizadas y se accede asi, a mayores niveles de complejidad.

Los recursos computacionales se constituyen en si mismos en un dominio de abstraccion. Estos
contextos han modificado profuindamente la naturaleza de las exploraciones vy la relacién de
dichas exploraciones con la sistematicidad del pensamiento matematico, al estructurar la
exploracién favoreciendo una mayor capacidad de calculo, un mayor poder expresivo y
flexibilidad en la transferencia entre sistemas de representaciéon (Moreno, 2002). El
estudiante puede expresar la generalidad matematica, inicialmente en dependencia del medio,
para luego orientar sus expresiones mas alla, hacia las descripciones abstractas de las
estructuras matematicas. Se hace posible partir de la exploracién de ideas dentro de ambitos
particulares, concretos y manipulables pero que contienen la semilla de lo general y lo
abstracto. Con el tiempo, es posible articular los resultados de las exploraciones de manera tal
que éstos puedan ser llevados mas alla del medio computacional hacia dominios de teorias
matematicas abstractas.

Al poner de presente la necesidad de constituir dominios de abstraccién en los procesos de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas escolares, se pone en evidencia la necesidad de
replantear la nocidon de argumentacion, pues ésta debe verse como una herramienta eficaz y
confiable para establecer la validez de una proposicién y no como una serie de enunciados que
se organizan siguiendo un conjunto definido de esquemas impuestos por la comunidad
matematica. Dentro de un dominio de abstraccidn es posible construir argumentos a favor de
una proposiciéon que si bien no constituyen una demostracién formal, si constituyen, en el
interior del dominio de abstraccién correspondiente, una argumentacién para resultados
expresados en el lenguaje del medio y cuyo sentido proviene de él, aunque puedan tener un
nivel de generalidad mayor (Moreno, 1996). Asi por ejemplo, al trabajar con CABRI en un
ambiente de resolucion de problemas, se delimita un contexto cuyos argumentos provienen del
mundo de la geometria dinamica y los recursos del software. La argumentacion utiliza la
informacion, los hechos aceptados en el entorno CABRI y las posibilidades de construcciéon
geométrica constituyéndose asi en un socio cognitivo que apoya a los estudiantes en su paso
hacia la formalizacion dentro de una teoria geométrica. De esta manera se va construyendo de
manera simultdnea la racionalidad matematica a partir de un dominio de abstracciéony la
actividad de validar, que exige la solucién de un problema.

Aunque la demostracidn, entendida como mecanismo de incorporacion de un hecho
matematico a una teoria de tal manera que éste sea resultado de la misma, constituyeel
método de validacién por excelencia de las proposiciones matematicas, el énfasis en las
demostraciones ha comenzado a cambiar en el ambito educativo ante el interés por el estudio
de las practicas matematicas que resaltan la importancia de la argumentacién como
mecanismo de explicacion, verificacion, constatacion de hechos, y validaciéon, con un sentido
de interesar mas que de formalizar. Los ejemplos del trabajo de profesores alrededor de un
problema matemaéatico, propuestos a continuacién apuntan en esa d ireccion.

Solucion 1
El profesor 1 comenzd su exploracion construyendo tres rectas paralelas a, b, ¢ y un segmento
AB’ de tal forma que A estuviera sobre ay B’ estuviera sobre b. Luego construyd el punto C’ de

tal forma que el triangulo AB’C’ fuera equilatero (ver figura 1). Al mover el punto B’ sobre la
recta b, el punto C' se movia en la pantalla, lo que permitié visualizar relaciones existentes
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entre el lugar geométrico de C’, las rectas paralelas y el tridngulo equildtero buscado.
Aparentemente este lugar geométrico era una recta que cortaba a las otras tres. Ademas, uno
de los vértices del triangulo buscado debia ser el punto de corte del lugar geométrico y la
recta c.

- L a

E b

Figura 1 Figura 2

En un instante de la explomcion (ver figura 2) el profesor 1 observé que cuando C' estaba
sobre la recta a, B’ parecia estar en el lugar geométrico de C’, lo que indicaba que el lugar
geométrico de C' debia ser una recta que formaba un angulo de 60° con las rectas paralelas
dadas, pues AB’C’ era equilatero.

Construy6 entonces una rectal formando un angulo de 60° con las rectas paralelas y nombré
con P;, P, y C los puntos de interseccion (ver figura 3). El punto C debia ser uno de los
vértices del triAngulo buscado pues correspondia a la interseccion de la recta c con el lugar
geométrico de C'.

Figura 3 Figura 4

El punto A del triangulo que se estaba buscando debia estar sobre a y ademas hi debia ser

congruente con hA (ver figura 2). El profesor 1 construy6 A sobre a con esas caracteristicas.

Asi, AC debia ser uno de los lados del triangulo buscado (ver figura 4). Después traz6 dos
circunferencias con centros en C y Ay radio AC, respectivamente. El punto de interseccién B de
estas circunferencias debia ser el tercer vértice buscado (ver figura 5).
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La construccion mostraba explicitamente que el triangulo ABC era un tridngulo equilatero. Lo
que no sabia con certeza era si B estaba o no en la recta b. Para argumentar este hecho uso
los recursos del programa Cabri, aceptados como validos en este dominio de abstraccion.
Tomoé un nuevo puntoP sobreb y pregunté al programa si P2, B y P estaban alineados. En
efecto, el programa respondi6é que asi era (ver figura 6).

Solucién 2

El profesor 2 comenzé la exploracién construyendo tres rectas paralelas b, c, ay el segmento
CB~ de tal forma que C estuviera sobre c y B’ estuviera sobre b. Luego construy6 el punto A~
de tal forma que el triangulo A" B~ C fuera equilatero. Al mover el punto B~ sobre la recta b,
el punto A” se movia en la pantalla y esto le permitié e xplorar las relaciones existentes entre
el lugar geométrico de A” y las rectas paralelas. Uno de los vértices del triangulo buscado era
el punto de corte del lugar geométrico y la recta a. Aparentemente este lugar geométrico era
una recta que cortaba a las tres rectas formando un angulo de 60 grados (ver figura 7). Con el
animo de verificar si el angulo era efectivamente de 60 grados trazé la rectad perpendicular
a c¢ pasando por C tratando de buscar una relacién trigonométrica en los tridngulos
involuarados. Sin embargo, observé que el punto P de interseccidon entre el lugar geométrico y
d era el simétrico de C con respecto a b. (ver figura 8). Con estas observaciones decidié hacer
su construccion .

Figura 7 Figura8

Construy6 el punto P simétrico de C con respecto a b y un triAngulo equilatero como el
construido en la figura 7 (ver figura 9). A’P seria el lugar geométrico de A’ cuando B~ se
mueve sobre b, y como el punto A de interseccion entre A’Py adebf ser uno de los vértices
que se estaba buscando, AC debia ser uno de los lados del triAngulo (ver figura 10).
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Bastaba trazar una circunferencia con centro en C pasando por A. El punto B de interseccion
con b debia ser el tercer vértice y ABC el triangulo buscado (figura 11).
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Para argumentar este hecho el profesor parti6 de aceptar que la construccibn mostraba
explicitamente que B estaba en b, C estaba en c, A estaba en ay que AC era congruente con
BC. Lo que no sabia con certeza era si AB era congruente con los anteriores. Construyo la
circunferencia con centro en B pasando por C y pregunté al programa si A pertenecia a esta
circunferencia. En efecto, el programa respondié que asi era (ver figura 12).

Solucién 3

El profesor 3 comenzdé su exploracion con una construccion igual a la del profesor 2 y llegé a
las mismas relaciones iniciales entre las rectas paralelas y el lugar geométrico, pero también
observé que el lugar geométrico de A’ era la recta que pasa por dos vértices A de dos
tridngulos equilateros construidos como A'B'C y A”B”C(ver figura 13) y que la interseccion de
la recta A’A” con a era el segundo vértice A buscado (ver figura 14).
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Realiz6 la construccion de dos triAngulos equilateros A'B'C y A”B”C para obtener el lado AC del
triangulo buscado (ver figura 15).
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La construccion mostraba explicitamente que el triangulo ABC era equilatero. Lo que no sabia
con certeza era si el punto B estaba o no enb. Para demostrarlo, pregunt6 al programa si B
estaba en b. En efecto, el programa respondié que asi era (ver figura 16).

Paso a la demostracién

El primer profesor se puso en la tarea de demostrar el hecho de que el triAngulo obtenido al
realizar la construccion era en realidad equilatero. Obsérvese que esto no quiere decir que no
pudiera serlo, ya que lo hecho hasta el momento no deja ninguna duda. El uso de las palabras
...en realidad... quiere decir que el hecho ya obtenido se puede incorporar a una teoria
geométrica para que se vea como resultado de la misma. El profesor lo que hizo fue realizar
una nueva construccioén, a partir de la evidencia recopilada en su primer intento, que
permitiera una manera mas sencilla de deducir el hecho de resultados de una teoria
geométrica. La teoria geométrica a la que nos referimos aqui escualquiera que acepte los
siguientes hechos como verdaderos, en el sentido de que se han deducido de un conjunto de
axiomas que no vamos a especificar:

1. Los lados opuestos de un paralelogramo son congruentes.

2. Diagonales correspondientes de paralelogramos congruentes son congruentes.

Estos hechos se deducen de las proposiciones que se refieren a la congruencia de triAngulos a
partir de la congruencia de ciertos lados y angulos correspondientes de los mismos (lado-
angulo-lado, lado-ladoHado, etc.) y las correspondientes a los angulos alternos internos
formados por una recta que corta dos paralelas. Al profesor no le interesaba hacer una
demostraciéon con todo detalle del hecho, sino mostrar la posibilidad de hacerlo.

La construccion que realizé el profesor, que dentro de su narraciéon describié como natural a
partir de la exploracién que habia hecho inicialmente, es la siguiente.
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Figura 17 Figura 18

La recta k, forma un angulo de 60°con las rectasa, b, y c, y la recta k, forma a su vez un
angulo de 60°con k; (figura 17). Las rectas ks, ki, ks, Y kg Se construyeron todas mediante
paralelismo con k; y k, (figura 18). Por consiguiente, los paralelogramos de la figura 19 son
congruentes, de donde e | triangulo de la figura 20 es equilatero.
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A pesar de que los profesores propusieron otras demostraciones acordes con sus exploraciones
no las expusimos aqui por economia de espacio. Sin embargo, el razonamiento presentado
ilustra con claridad lo que queremos plantear.

Conclusiones

Como se puede apreciar en el trabajo de los profesores, la riqueza didactica generada por la
interaccion con el programa CABRI va mas alld de la exploracion y la comprobacién de
propiedades. La interaccion con el programa da ideas al aprendiz (profesor o estudiante) de las
relaciones implicitas en las condiciones del problema, de la légica particular de construcciéon y
de los argumentos que se deben usar para una demostracién formal dentro de una teoria
geomeétrica. Esta experiencia motiva a estudiar mas a fondo las posibilidades de formalizacion
a partir de un conjunto de axiomas (proposiciones implicitas) propios de CABRI que seran el
punto de partida para realizar un trabajo de argumentacion y demostracion formal en este
contexto.

Como dominio de abstraccion, el ambiente CABRI se convierte en una fuente inagotable de
experiencias en las que el aprendiz se siente capaz de hacer geometria, pues el ambiente le
proporciona elemenibs para activar su cognicibn a partir de actividades de exploracion,
construccion y argumentacion. Hemos podido detectar que la dinamica entre la exploracion y
la sistematizacién conjuga cuatro momentos estrechamente relacionados que se combinan
permanente mente en el trabajo matemético y que discriminamos para efectos de claridad en
la exposicion de las ideas: (i) la exploracion,que surge al intentar enfrentarse a la solucién de
un problema y que da pie a la formulaciéon de conjeturas para generar estrategias de solucion,
(ii) la construccién, que pone en evidencia las propiedades geométricas en juego y las
relaciones entre ellas, constituyéndose en la semilla de la deduccidn, (iii) la argumentacion,
entendida como mecanismo para validar afirmaciones dentro del contexto en el que se esta
trabajando, a partir de la elaboracién de inferencias de caracter deductivo y (iv) la
demostraciéon con la cual las proposiciones geométricas se incorporan a una teoria
geométrica.
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Nuevas posibilidades de razonamiento geométrico
en un ambiente de geometria dinamica

Martin Eduardo Acosta Gempeler
Incorporaciéon Nuevas tecnologias al Curriculo de Matematicas, MEN

Resumen. En este articulo presentamos la posibilidad de usar la geometria dinamica como un
instrumento para resolver problemas, mas que como un instrumento amplificador. llustramos
esto con un ejemplo en el que se resuelve un problema de regresion lineal con Cabri.

Introduccion

El proceso de incorporacion de la tecnologia a la ensefianza de las matematicas es lento y
complejo. Uno de los factores clave de esta incorporaciéon es la asimilacién que el profesor
hace de la tecnologia, no solamente desde el punto de vista técnico (habilidades de manejo)
sino sobre todo desde el punto de vista matematico y pedagogico. La tecnologia, como
instrumento nuevo en la actividad de la clase, entra a competir con otros medios de
representacion, con otras maneras de concebir las matematicas y con otras formas de concebir
la ensefianza. Por lo tanto, la primera asimilacion que el profesor hace de ella es para
complementar su labor, es decir, como auxiliar amplificadora, sin provocar una reorganizacion
de sus concepciones matematicas y practicas pedagogicas.

Sin embargo, el verdadero potencial de la tecnologia en la ensefianza de las matematicas esta
en la posibilidad de transformar las concepciones sobre las matematicas y las practicas
pedagdgicas. Para lograr esta transformacion, es necesario identificar y explicitar los usos
novedosos de la tecnologia, en los que las mateméticas cobran un nuevo sentido (tanto pam el
alumno como para el profesor), posibilitando nuevas formas de hacer matemaéaticas.

En el caso especifico de la geometria, la situacion actual muestra una subordinacion total de la
geometria al algebra y el analisis, subordinacién que la reduce al papel de ilustracién o
aproximacion heuristica a la soluciéon del problema, dejando toda la operacionalidad o el peso
del razonamiento al planteamiento y la solucibn de ecuaciones. En este articulo nos
proponemos describir un enfoque diferente, en el que la geome tria juega un papel protagénico
en la resolucion de un problema, sin recurrir al algebra.

Segun Luis Moreno, la incorporaciéon de la tecnologia en la ensefianza pasa por un proceso en
dos etapas: la amplificacion y la transformacion, equiparables a los conce ptos de asimilacion y
acomodaciéon descritos por Piaget. Es decir, en su practica de ensefianza, los profesores
primero buscan realizar con la tecnologia las tareas que realizaban sin ella. En esta etapa la
tecnologia juega un papel amplificador, se pueden realizar tareas con mayor exactitud,
rapidez, etc. Sin embargo, no implica una transformacion de la practica, las actividades de
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clase siguen siendo en el fondo las mismas, aparte de la presencia de las herramientas que
ayudan a realizarlas.

Pero si los proofesores utilizaran regularmente las herramientas tecnolégicas podrian llegar a
descubrir cémo las herramientas tecnolégicas pueden trasformar su préactica, produciendo
actividades radicalmente nuevas.

Este proceso de transformacion no es necesariamente espontaneo, y los profesores pueden
permanecer indefinidamente en una fase de amplificacién, es decir de asimilaciéon de la
tecnologia a su practica, sin una transformacién de fondo. Es necesario que descubran nuevas
posibilidades, usos novedosos de las herramientas tecnolégicas, y que reconozcan en ellos la
presencia del razonamiento matematico, para que comiencen a apreciar el potencial de las
herramientas, y comiencen un proceso de acomodacion de los propios esquemas para

aprovechar todo ese potencial.

Un ejemplo

El ejemplo que presentamos a continuacidon pretende mostrar como el software de geometria
dinamica Cabri Géometre se puede utilizar de manera que la geometria desempefie un papel
fundamental en todo el proceso de resolucion del problema, sin recurrir al planteamiento y
resolucion de ecuaciones. Es una modificacion del trabajo sobre la regresion lineal publicado en
Internet por José A. Mora ( http://teleline.terra.es/personal/joseantm). Textualmente se
plantea lo siguiente:

En los nuevos curricula de matemaéaticas en secundaria se hace especial hincapié en la
ensefianza de la Estadistica, esto es actualmente posible gracias a la tecnologia que incorporan
las calculadoras y los diferentes programas implementados en los ordenadores. Un ejemplo de
la importancia del uso de la tecnologia en la ensefianza de estos tdpicos es la regresion, el uso
de muchos datos lo mas reales posible hace que muchas veces parte del alumnado se quede
en el algoritmo de construcciéon y no acabe de ver qué es lo que hay detrds. Vamos a presentar
un par de ejemplos de construccion geométrica de las rectas de minimos cuadrados y
mediana-mediana que hacen que se visualice el proceso de construcciéon y ayude al alumnado
en la construcciéon de los conceptos para mejorar su comprension

Después de este planteamiento el profesor Mora da unas instrucciones para hacer unas
construcciones en Cabri con las que espera ilustrar su punto . Podemos describir sucintamente
su propuesta como sigue:

1. Construir algunos puntos que representan datos sobre los cuales se desea aplicar la
regresion lineal.

2. Construir una recta a partir de un punto en el eje de las ordenadas que se ajuste
aproximadamente a los puntos.

3. Construir los segmentos verticales que conectan los puntos con la recta.
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4. Construir los cuadrados que tienen como lado los segmentos anteriores y sumar sus
areas.
5. Modificar la pendiente de la recta y el punto de corte con el eje de las ordenadas hasta

obtener un valor minimo de esa suma.

6. A partir de la formula estadistica de la recta de minimos cuadrados, deducir que la recta
de regresiéon pasa por el punto que representa el promedio de los datos.

En esta actividad podemos ver cémo la tecnologia funciona como amplificadora, es decir, sirve
para ilustrar algunos aspectos de la teoria (en qué consiste el método de los minimos
cuadrados, y el hecho de que la férmula contenga el promedio de los datos), aspectos que
serian dificiles de ilustrar sin la herramienta, en términos de tiempo y precisiéon de las
construcciones necesarias. El dinamismo se puede utilizar para ilustrar la idea de aproximaciéon
sucesiva a un valor minimo.

Sin embargo, no hay una transformacion cualitativa del trabajo de ensefianza: el objetivo es la
comprension de una férmula, los razonamientos de céalculo son analiticos. Incluso podriamos
decir que en la actividad esta ausente una problematica, pues no se plantea ninguna pregunta:
es una actividad de mostracion, de ilustracion. Una de las razones para este enfoque es la
complejidad de los calculos necesarios para la deduccién de la féormula, ya que se busca
minimizar dos variables simultdneamente, y los alumnos pueden carecer de las herramientas
matematicas para comprender o desarrollar por si mismos ese procedimiento.

Pero si tomamos en cuenta las potencialidades de la herramienta Cabri, esta actividad puede
transformarse de manera significativa, permitiendo la exploracién del problema desde el punto
de vista geométrico, sin necesidad de desarrollar procedimientos analiticos complejos. Es lo

que nos proponemos ilustrar en lo que sigue.

Enriquecimiento de la actividad

Comencemos por plantear un problema relacionado con la actividad el profesor Mora: dado un
conjunto de seis puntos (que representan parejas de datos), ¢es posible construir una recta de
manera que las distancias de esos puntos a la recta sean minimas? Si es posible, ¢cémo
determinar esa recta?

Partimos luego de la misma situacidon. Representacion de los seis puntos, trazo de h recta de
manera que pueda variarse la pendiente y el punto de corte de las ordenadas (para lo cual hay
que construir primero un punto sobre el eje de las abscisas, una circunferencia con centro en
dicho punto, un punto sobre la circunferencia para modificar la pendiente; la recta pasara por
esos dos puntos), construccidon de los cuadrados sobre los segmentos verticales que conectan
los puntos con la recta y la suma de las areas de esos cuadrados.

Una primera manipulacion de la recta permite ver que es posible hacer variar la suma de los
cuadrados, llegando aparentemente a un valor minimo. Sin embargo, cabe la pregunta:
cexiste realmente un valor minimo (o podemos encontrar de manera indefinida mejores
aproximaciones)?
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Procedamos entonces a fijar una de las variables en juego para estudiar el efecto de variacion
de la otra. Dejando fija la pendiente de la recta vamos a variar el punto de corte con el eje de
ordenadas y analizar el efecto de esta variacidon en la suma de los cuadrados de las distancias:

1. Determinar el punto de corte de la recta con el eje de las ordenadas, utilizando la
herramienta Mostrar Coordenadas.

2. Transferir esa ordenada sobre el eje de las abscisas como variable independiente.

3. Transferir la suma de los cuadrados sobre el eje de ordenadas como variable
dependiente.

4. Construir el punto que relaciona esas dos variables.

5. Construir el lugar geométrico de ese punto con respecto al punto de corte de la recta
con las ordenadas (Nota: es importante definir 500 puntos para el calculo del lugar
geomeétrico).

pd

0,31 cm?

0,83 cm®

N

38 om? Re:
(0.00: 2,33)

(1.34; 0.65)

Podemos arrastrar el punto de corte de las ordenadas y ver que la suma de los cuadrados
disminuye hasta un cierto punto y luego vuelve a crecer. Ademas podemos asimilar ese lugar
geomeétrico a una parabola, y por lo tanto deducir que tiene un vértice, o punto donde la suma
de los cuadrados es minima. (Como determinar ese punto? Dado que el vértice de la parabola
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se encuentra sobre el eje de simetria, basta con construir ese eje y determinar la interseccion
con la parabola.

1. Construir una conica que pasa por cinco puntos sobre el lugar geométrico.

2. Trazar una recta horizontal cualquiera y determinar los puntos de interseccion con la
parébola.

3. Construir la mediatriz de esos dos puntos de interseccion.

4. Determinar la intersecciéon de esa mediatriz con la parabola.

5. Determinar las coordenadas de ese punto.

Hasta aqui hemos logrado "demostrar” que para una pendiente definida existe un valor del
corte de la recta con el eje de las ordenadas de manera que la suma de los cuadrados es
minima. También definimos un procedimiento para determinar ese valor.

¢Ahora, qué sucede si fijamos el corte con las ordenadas y variamos la pendiente? Podemos
utilizar el mismo procedimiento anterior (transferencia de variables a los ejes y construccion
del lugar geométrico).

1

/

Si transferimos ahora el valor de la pendiente sobre el eje de las abscisas (variable
independiente) y la suma de los cuadrados sobre el eje de las ordenadas, obtendremos un
punto que relaciona esas dos variables. Podemos entonces construir el lugar geométrico de ese
punto con respecto al punto P (que determina el valor de la pendiente).
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Jpendiente: 0.63

1

1

suma cuadrados: E,E%m’

Utilizando un razonamiento analogo al anterior, podemos "demostrar" que para un corte de las
ordenadas definido, es posible encontrar un valor de la pendiente tal que la suma de los
cuadrados sea minima.

0,71; 1,30

1

Ya sabemos entonces que fijando una de las dos variables en juego (pendiente y punto de
corte con las ordenadas), es posible encontrar un valor de la otra que minimiza la suma de los

cuadrados. Pero ¢existe un valor minimo con respecto a las dos variables simultaneamente, y
como determinarlo?

Tomemos la primera parte de la pregunta: Utilizando Cabri, podemos determinar todos los
valores (razonablemente pequefios) de la suma de los cuadrados para una pendiente dada,
variando el corte con el eje de ordenadas: es la parabola obtenida como lugar geométrico.
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Ademéas podemos determinar el punto en el que esa suma es minima: el vértice de la
pardbola. Podriamos entonces preguntar qué sucede con ese punto a medida que varia la
pendiente. es decir, ¢cudl es el lugar geométrico de ese punto con respecto a P?

Desafortunadamente la méaquina parece llegar al limite de su capacidad de célculo y el

programa se bloquea. No obstante, podemos utilizar otro procedimiento de geometria
dinamica para darnos una idea sobre ese lugar geométrico: la traza.

Coloquemos la traza al vértice de la parabola obtenida y apliguemos animacion al punto P.

Jo L
L

KK%

1,84

Aparentemente ahi tenemos nuevamente una parabola. El inconveniente es que no podemos

construirla de manera explicita utilizando la traza. Asi que vamos a utilizar un procedimiento
alternativo.

Mostramos las coordenadas del punto M (minimo de la parédbola) y las incluimos en una tabla.
Luego arrastramos P y almacenamos en la tabla cinco valores de M.

(1,59; 0,39)

/’u,aa _
1M
/ A

suma cuadrados: 3,64 cm?

L
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0,84 [

// 1 1,940
Luego podemos reconstruir esos cinco puntos para trazar la paradbola y encontrar el vértice, es

decir el punto para el cual la suma de los cuadrados es minima con respecto a la pendiente y
al corte de las ordenadas de manera simultanea.

Una vez obtenido el punto de corte con las ordenadas para el cual la suma de los cuadrados es
minima, basta con utilizarlo como punto de partida para la parabola de las pendientes para
encontrar a su vez la pendiente para la cual esta suma es minima.

Llegamos asi a contestar plenamente el problema planteado sin plantear ninguna ecuacion,
utilizando Unicamente recursos geomeétricos.

Conclusiones

En este ejemplo puede verse como el Cabri no solo actiia como amplificador, gracias al cual se
puede ilustrar el sentido de una férmula de estadistica, sino que transforma la actividad en una
solucion de un problema matemaéatico utilizando el razonamiento geométrico. Gracias a las
herramientas lugar geométrico y conicas, el Cabri toma a su cargo la complejidad de la
construccion, sin eliminar el sentido de la misma. El razonamiento sintético, es decir sobre
figuras, se convierte en procedimiento adecuado para la resolucion del problema. De esta
manera adquiere un nuevo significado no solo el problema en si, sino los conocimientos
geomeétricos utilizados para su solucion (parabola, vértice, mediatriz, etc.).

La familiarizacion de los profesores con ejemplos como éste es indispensable para que superen
la utilizacion de la tecnologia como amplificador, y pasen a una etapa de transformaciéon
curricular.
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Argumentacién matemaéatica y demostracion en Cabri:
el problema de la colinealidad
Hugo Martin Cuéllar Garcia

Instituto Técnico Industrial de Tocancipd, Cundinamarca [3]

Resumen. El trabajo con Cabri ha mostrado ser muy efectivo al permitir, mediante
exploraciones sistemaéticas, el estudio de las regularidades de las construcciones geométricas
generando una forma de presentar la geometria escolar basada en la busqueda de invariantes
de las figuras geométricas diferente a la presentacion tradicional a partir de demostraciones,
en ocasiones, sin sentido. Sin embargo, un pensamiento mateméatico genuino necesita,
ademas de la experimentacion para obtener conclusiones y dar significado a las mismas,
desarrollar esquemas de argumentacion que admitan llegar a estas conclusiones a partir de
hechos conocidos. Cabri permite el juego en ambos sentidos, es decir, ademas de ser muy Uutil
en la busqueda de regularidades, también ofrece la posibilidad de generar esquemas validos
de argumentacion matematica.

Introduccion

El razonamiento matematico se puede entender como la accién de ordenar ideas en la mente
para llegar a una conclusién y se caracteriza, entre otras, por acciones como: dar cuenta del
como y por qué de los procesos, justificar las estrategias y los procedimientos, formular
hipotesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar contra-ejemplos, y, usar hechos
conocidos, propiedades y relaciones para explicar otros hechos (MEN, 1998). Estas acciones
también caracterizan las funciones que se observan en el proceso de demostracion
matematica: descubrimiento, verificacién/conviccion, explicacion, sistematizacion y
comunicacién (De Villiers, 1993).

Un software de geometria dinamica como Cabri presenta un ambiente en el cual las acciones
de explorar, formular hipétesis, hacer conjeturas y encontrar contraejemplos, se hacen
explicitas por el dinamismo que adquieren los objetos geométricos —basicamente por la acciéon
agarre/arrastre — y estas se pueden entender como un fuerte apoyo hacia las funciones de
explicar y descubrir del proceso de demostracién. Sin embargo, como se pretende ilustrar en el
presente articulo, el ambiente Cabri también se presta para vivenciar las funciones de
sistematizacion y de verificacion/conviccion sefialadas por De Villiers.

Marco conceptual

En una construccidbn geométrica con Cabri tanto el juego de manipulacion de los objetos
independientes para inferir resultados, como la consecuente comprobacion “visual” que se
hace de los mismos, inciden en la interiorizaciéon de las conclusiones que se elaboran para que
de esta manera comiencen a formar parte de una gama de conocimientos que se dan por
hechos. Por ejemplo, cuando se construye un triangulo y se trazan las tres medianas, se
obtiene un solo punto en su interseccion (baricentro). La manipulaciéon, con la accion
agarre/arrastre, que lleva a convencer sobre la validez de este resultado se basa en el
Principio de Experiencia, es decir, se llega al convencimiento que es cierto puesto que cada vez
gue se experimenta bajo las mismas condiciones los resultados son los mismos (GONZALEZ,
2001). La experiencia muestra que el baricentro es Unico sin importar el triAngulo que se tome
para hacer la construccion y sin importar las modificaciones que se realicen sobre el mismo.

Otra herramienta util de Cabri cuando se pretende verificar y convencer es la herramienta
Check Property que permite comprobar la validez de algunas condiciones como paralelismo,
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perpendicularidad y colinealidad, entre otras. En este caso el proceso de convencimiento se da
por el Principio de Autoridad, caracterizado por el hecho de que como hay alguien (o algo) que
es el depositario del saber, se recurre a él para resolver las dudas sobre conclusiones
obtenidas (GONZALEZ, 2001). En este caso el depositario del saber es Cabri, y la verificacién
que hace funciona de tal manera que ni el profesor ni los estudiantes saben a ciencia cierta el
proceso que ha seguido para dar su respuesta. La condicion se cumple porque Cabri dice que
se cumple.

Estas dos vias hacen parte del trabajo normal con Cabri para convencer sobre la validez de los
resultados, pero no son las Unicas de las cuales se puede sacar provecho a la hora desarrollar
pensamiento matematico. En este articulo se pretende mostrar que con Cabri es posible
adelantar procedimientos de argumentacion basados en el principio de usar hechos conocidos,
propiedades y relaciones para explicar otros hechos —precepto utilizado en la construcciéon de
un sistema axioméatico —. De esta forma, el proceso que se sigue para convencer se basa en el
Principio de Argumentacion Matemética y para emplearlo es necesario construir un
sistema que lo sustente, de tal manera que a partir de ciertas definiciones iniciales y de unos
primeros principios —llamados postulados— se generen nuevos hechos que a su vez se puedan
utilizar para obtener conclusiones cada vez mas elaboradas. En el contexto Cabri los elementos
que se consideran como basicos en la argumentacion dependen del entorno tecnolégico en el
cual se esta trabajando, es decir, del software incorporado en las calculadoras algebraicas.

El sentido de la argumentaciéon en Cabri

Al considerar un problema como el de verificar que el ortocentro, el baricentro y el incentro de
todo triangulo no equilatero estan alineados (recta de Euler), es posible recurrir a
explicaciones de caracter visual puesto que basta con construir la recta que pase por dos de
ellos y notar que, al manipular los vértices del tridngulo original, dicha recta contiene al tercero
(convencimiento por el Principio de Experiencia). Ahora bien, si esta manipulaciéon ain no
convence, se puede verificar la condicion de colinealidad de los tres puntos con la herramienta
Check Property de tal manera que Cabri informe (convencimiento por el Principio de Autoridad)
si estan alineados o no lo estan (Figura 1).
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que el resultado de la colinealidad es son colineales.
“visualmente obvio”.

Figura 1

Sin embargo, si se trata de desarrollar esquemas de razonamiento matematico que lleven a la
verificacion y al convencimiento utilizando el Principio de Argumentacién Matemética es
primordial establecer de antemano normas de acuerdo al interior de la comunidad en la que se
esté discutiendo el problema. En el ambiente Cabri, estos principios pueden variar teniendo en
cuenta el grado de rigurosidad que se quiera establecer. En algunos casos se puede acordar el
aceptar como principio de verificacion la medicion, usando las herramientas que para ello tiene
incorporadas el programa y en otros @sos, sera necesario crear herramientas —que no
recurran a la medicion— para justificar las afirmaciones matematicas que se realicen.



Congreso Internacional:
Tecnologias Computacionales en el Curriculo de Matematicas

A continuacion se ilustran estos tipos de argumentacion matematica y los problemas que
pueden surgir al considerar como norma de verificacion la medicion.

Argumentos que recurren a la medicion

Tomando como referencia la idea intuitiva de colinealidad de tres puntos dados y aceptando la
medicion que hace Cabri como norma de verificacion, es posible recurrir a diversas
argumentaciones. En todas ellas entra en juego el problema de la aproximacién puesto que,
dependiendo del numero de cifras significativas que se tomen, las conclusiones seran
verdaderas o no. Algunos ejemplos de este tipo de argumentacién, para probar que tres
puntos dados A, B y C son colineales, son los siguientes:

Argumento 1. Se trazan dos rectas, una a partir de Ay B, y otra a partir de B y C. Se pide
la ecuacién de cada una de estas rectas. Si las dos ecuaciones son iguales entonces los tres
puntos son colineales.

En este caso, los coeficientes de las ecuaciones son tan solo aproximaciones y es posible que,
dependiendo del niumero de cifras significativas que se tomen, los tres puntos no se consideren
colineales. La Figura 2 ilustra un ejemplo en el cual se observan las diferencias al considerar

dos o cuatro cifras significativas: con dos cifras significativas la afirmacion es valida, con mas
cifras ya no lo es.
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Figura 2

Argumento 2. Se toman las distancias AB, BC y AC —dist(AB), dist(BC) y dist(AC)
respectivamente—. Si dist(AB) + dist(BC) = dist(AC) entonces los tres puntos son colineales.
La Figura 3 muestra un ejemplo de respuestas que se pueden obtener al considerar dos o seis
cifras significativas, en donde se observa que ocurre lo mismo que en el caso anterior.
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Argumento 2 con dos cifras significativas. Argumento 2 con seis cifras significativas.
Figura 3

Argumento 3. Se trazan las rectas BA y BC. Se mide el angulo ABC. Si el angulo medido es
de 180°, entonces los tres puntos son colineales.

Argumento 4. Se construye el triAngulo ABC y se mide su area. Si la medida de esta area es
cero (0), entonces los tres puntos son colineales.
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Argumento 5. Se construye el triangulo ABC. Se mide las distancias AB y BC —dist(AB) y
dist(BC) respectivamente—. Se mide el perimetro del triangulo. Si el perimetro del triAngulo es
el doble de la suma dist(AB) + dist(BC), entonces los tres puntos son colineales.

Construccién de herramientas de verificacién que no recurren a la medida

Si no se acepta la medicibn como un mecanismo de argumentacidon, es necesario construir
herramientas de verificacion que, en el contexto de un sistema, permitan hacer la
comprobacién de proposiciones. Antes de construir dichas herramientas se describen los
componentes del sistema Cabri que se quiere edificar.

Definiciones basicas. Para el caso de la colinealidad, se consideran como definiciones basicas
las construcciones Cabri de : punto, segmento, punto sobre objeto, recta, punto de intersecciéon
y circunferencia. Se toman como definicién de estos objetos lo que Cabri dibuja con la
herramienta correspondiente (Point, Segment, Point on object, Line, Intersection Point, Circle).

Postulado: Rectas en el mundo Cabri. Dadas dos rectas se pueden dar tres casos:
1. No se cortan (rectas paralelas)

2. Se cortan en un punto (ectas intersecantes), en cuyo caso este punto recibe el
nombre de Punto de Interseccion.

3. Una recta estd ubicada exactamente sobre la otra (rectas equivalentes), en este caso
no existe punto de interseccién —Cabri no dibuja “el punto de interseccion” entre dos rectas
equivalentes—.

Definicion: Rectas equivalentes. En Cabri ocurre que es posible que dos o mas rectas
ocupen el mismo “espacio”, de tal manera que, aunque visualmente no se diferencien, se trata
de objetos (rectas en este caso) diferentes. De esta forma, al contrario de lo establecido en los
postulados de la Geometria Euclidiana, por dos puntos Cabri pueden pasar muchas rectas vy,
por lo tanto, se pueden caracterizar (definir) como rectas equivalentes aquellas que tienen por
lo menos dos puntos en comun.

Proposiciones Iniciales. Aunque el término proposicion se refiere a una frase completa con
sujeto y predicado, en el contexto de este articulo se toma como proposicion cualquier
construccion de Cabri que se caracterice por el hecho de poder ser elaborada Unicamente a
partir de los elementos tomados como definiciones bésicas: punto, segmento, punto sobre
objeto, recta, punto de interseccidon y circunferencia. En este caso las siguientes herramientas
de construccién que utiliza Cabri: Perpendicular Line, Parallel Line, Midpoint, Perpendicular
Bisector y Angle Bisector, son consideradas como proposiciones iniciales puesto que para cada
una de ellas es posible crear una Macro Construccion que genere la construccion deseada a
partir, Gnicamente, de los elementos basicos. Pero dado que Cabri ya tiene incorporadas estas
construcciones se pueden aceptar en el mismo sentido en que se aceptan las definiciones
basicas, es decir, en este sistema una recta perpendicular es lo que Cabri dibuja con la
herramienta (Macro) Perpendicular Ling y de igual manera se pueden establecer definiciones
anélogas con las otras cuatro construcciones mencionadas.

Herramientas de verificacion. Se pretende desarrollar una argumentaciéon que permita
establecer la condicién de colinealidad a partir de las definiciones basicas, los postulados y las
proposiciones iniciales, y para ello se van a construir las herramientas (Macro Construcciones)
que verifiquen esta condicién. Desarrollar una argumentacion significa, en este sentido y para
este sistema, construir las proposiciones para aquello que se quiere verificar.
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Definicion 1 de colinealidad . Dados tres puntos libres A, By C, se construyen los puntos
medios de los segmentos AB y BC. Se nhombran estos puntos G y H respectivamente. Se trazan
las rectas AH y CG, y se llama P al punto de interseccion de las mismas. La manipulacion de
los puntos libres permite construir el criterio de validacién al observar lo s casos en que
aparece el punto P y los casos en que desaparece. Se define como condiciéon de colinealidad el
caso en que el punto P desaparece (Figura 4).

Para construir la macro, se ocultan los puntos medios y las rectas. Se toman como objetos

iniciales bs puntos A, B y C, y como objeto final el punto P. Esta herramienta (Macro

Construcciéon) permite verificar la colinealidad puesto que al aplicarla sobre tres puntos

dados, es posible que no estén alineados, en cuyo caso se forma el punto P objeto final, o,

si estan alineados no se forma este punto.
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Los tres puntos no son colineales y por tal Los tres puntos son colineales. Al mover el
razon aparece un nuevo punto (PUNTO) punto C, o cualquiera de los otros, el nuevo
punto desaparece en el momento de la
colinealidad.

Figura 4

Definicion 2 de colinealidad. Dados tres puntos libres A, By C, se construyen las
mediatrices (Perpendicular Bisector) de los segmentos AB y BC. Se encuentra el punto de
interseccion (P) de estas mediatrices y se traza el segmento PB. La manipulacion de los puntos
libres permite construir el criterio de validacion al observar los casos en que aparece el
segmento PB y los casos en que no aparece. Se define como condicion de colinealidad el caso
en que el segmento desaparece (Figura 5).
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momento de la colinealidad.

Figura 5

Para construir la macro se ocultan los segmentos, las mediatrices y el punto P. Se definen
como objetos iniciales los puntos A, B y C y como objeto final el segmento PB(RADIO). Esta
herramienta (Macro) permite verificar la colinealidad puesto que al aplicarla sobre tres puntos
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dados se puede observar que si son colineales no se crea el segmento objeto final (RADIO), v,
si no son colineales el segmento objeto final si se genera.

Antes de continuar, es conveniente realizar una corta observacion metodoldgica. Se estableci6
anteriormente como proposicion Cabri aquella construccién que puede realizarse mediante una
Macro a partir de los elementos basicos y, por tal razén, si se realiza una Macro para construir
la recta de Euler se le da el status de proposicion a dicha recta, es decir que ahora se puede
aceptar como recta de Euler Cabri aquella recta que Cabri dibuja con la macro
correspondiente. Esto es cierto, pero de ninguna manera garantiza que los tres puntos
implicados sean colineales puesto que al construir la recta, como objeto final de la macro, solo
se consideran dos puntos, y el que contenga al tercero sélo se verifica, ®mo ya se observo,
experimentalmente por manipulacion o recurriendo al principio de autoridad.

Ahora si, aceptando cualquiera de los argumentos que utilizan la medicién o alguna de las
definiciones anteriores como criterios de verificacion para la colineaidad de tres puntos dados,
al considerar la construccién de la recta de Euler se puede afirmar que el ortocentro, el
baricentro y circuncentro son colineales, no solamente por la manipulacién de los vértices del
trihngulo del cual se parte, ni porque Cabri diga que si lo son, sino porque se ha creado un
procedimiento, a partir de las definiciones basicas, que verifica que efectivamente estos puntos
son colineales (Principio de Argumentacion Matematica).

Aplicacion: el Teorema de Varignon

Un ejercicio revelador, tanto de la exploracion Cabri como del potencial de las herramientas de
prueba construidas, consiste en determinar las caracteristicas del cuadrilatero que se genera al
unir los puntos medios de los lados de otro cuadrilatero dado. La manipulacién permite
observar que se trata de un paralelogramo (Principio de Experiencia) y Cabri puede chequear
esta condicion Erincipio de Autoridad) al tomar lados opuestos del cuadrilatero formado
(Figura 6).

Ahora se busca una herramienta de prueba que permita concluir que efectivamente los lados
opuestos del cuadrilatero obtenido son paralelos recurriendo al Principio de Argumentacion
Matemaética.
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Principio de Experiencia:La
manipulacién de los vértices del
cuadrilatero original permite observar que
siempre se genera un paralelogramo.

Principio de Autoridad: Cabri verifica la
condicion de paralelismo entre dos lados
opuestos del cuadrilatero obtenido.

Figura 6
La argumentacion puede seguir el siguiente esquemas:
Se considera un segmento del cuadrilatero obtenido, por ejemplo el segmenb SR.

Se traza una paralela (Parallel Line) a este segmento por uno de los otros dos puntos
medios.
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Se ubica un punto M sobre la paralela construida en el paso anterior Point on object).

Este punto se define sobre la paralela pero no sobre el segmento.

Se utiliza algun argumento de medicion o herramienta de prueba.

¢Qué ocurre cuando se aplica uno de los argumentos o macros, construidos anteriormente, a

los puntos M, Py Q? (Figura 7)
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la macro.

Figura 7

Se afirma que los tres puntos M, P y Q son colineales, es decir, que existe una recta (I)
que los contiene.

Si ahora se toma otro punto N sobr la paralela de la construccion y se verifica la
colinealidad de N, M y P con el método descrito, se observa que también cumplen la condicién.
Es decir que existe otra recta (recta Il) que contiene a los puntos N, M y P. Igualmente se
puede verificar la colinealidad para M, Ny Q, para P, Q y N, etc., concluyendo, por lo tanto,
que todas estas rectas son equivalentes. Es decir el segmento PQ esta sobre una recta paralela
al segmento SR y en consecuencia PQ y SR son segmentos paralelos.

El mismo tipo de argumentacién se emplea para verificar el paralelismo entre PS y QR.
Observaciones finales

Estas macros que verifican la colinealidad pueden convertirse en un instrumento de gran
poder cuando se quiere convencer, por argumentacion matematica, de otros resultados
obtenidos por la experimentacidon o por el principio de autoridad. Por ejemplo se puede crear
un argumento para convencer que efectivamente el corte de las medianas de un triangulo
(baricentro) es uUnico y extender el mismo tipo de argumentacion para el ortocentro, el
circuncentro y el incentro. Ademas también se pueden verificar, como ya se vio, condiciones

de paralelismo y crear argumentos para verificar condiciones de perpendicularidad y de
pertenencia a una recta.

Los razonamientos descritos en este articulo son de argumentacion en el mundo Cabri y
por lo tanto tienen que ser explorados en este ambiente ya que no es posible extenderlos, por
ejemplo, a la geometria euclidia de papel y lapiz.

El esquema de argumentacidn que se ha trabajado recurre a un argumento visual, como
lo hace Cabri por el Principio de Experiencia o por el Principio de Autoridad, pero con la

diferencia de que ahora el proceso de creacién de las herramientas de verificacién se hace
explicito.
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La exposicion presentada muestra una forma de entender, en especial con sentido
didactico, la demostracibn matematica. Hecho que se puede resumir en los siguientes
términos:

Se tiene una teoria —en este caso, el sistema formado por las definiciones basicas, los
postulados y las proposiciones en el ambiente Cabri y se tiene un “hecho matematico” —
la colinealidad de tres puntos—. Demostrar este hecho significa incorporarlo a la teoria, de
tal manera que sea consecuencia de la teoria. Y es eso lo que se ha mostrado.
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Resumen. Los instrumentos computacionales en la educacion matematica se han convertido
en una alternativa para dinamizar los procesos de aprendizaje y por consiguiente movilizar el
pensamiento matematico de los estudiantes. Tomando como punto de partida el concepto de
sistema representacional, documentamos aqui los cambios cualitativos de los estudiantes en
cuanto a la argumentacién y comunicaciéon de ideas matematicas. El desarrollo de una
situacion problema relacionada con el pensamiento numérico y, mediada por los diversos
registros de representacion que proporciona la calculadora TI1-92 plus.

Introduccion

Ignorar los aportes de las tecnologias de la informacion y la comunicaciéon en los procesos de
ensefianza y de aprendizaje de las matematicas es desconocer las diversas posibilidades de
interaccion de los estudiantes con el quehacer matematico a través de dichos mediadores y
privarlos de los acercamientos conceptuales que ofrecen los diferentes sistemas de
representacion de las herramientas informéaticas. En particular, la utilizacion de calculadoras
gréaficas dotadas de software interactivo especializado para entornos escolares, esta
permitiendo a estudiantes y docentes tratar los conceptos matematicos a través de la
relacion entre las diferentes representaciones ofrecidas. Estos recursos han puesto en manos
del docente un gran potencial para hacer de las matematicas un espacio significativo en el
desarrollo del pensamiento y la creatividad.

El propdsito de este articulo es mostrar los cambios que se evidencian en las formas de
argumentacioén de los estudiantes a partir de la utilizacién de diferentes sistemas de
representacion. La situacion problema propuesta hace alusiéon a un problema convencional de
la aritmética escolar, cuyo Unico propdsito, al tratarla s6lo con papel y lapiz, ha sido aplicar el
concepto de minimo comun multiplo. Al incorporar para su tratamiento la mediacion
instrumental, los estudiantes, de un lado, indagan y analizan mejor la situacion, y de otro,
amplian las reflexiones en cuanto a las relaciones entre los conceptos involucrados y por
consiguiente comunican de manera mas elaborada sus argumentos conceptuales.

Marco teodrico

Si bien el concepto de representacion es de gran complejidad, y admite diferentes
posibilidades de interpretacion, es ampliamente aceptada la acepcion en la que se piensa la
representacién como el acto a través del cual algo esta en lugar de, o evocando a, otra cosa
ausente. Kaput (1987a), propone que toda representacion hace referencia a dos dominios
claramente diferenciados e interrelacionados: el mundo representante (la representacion, lo
simbdlico) y el mundo representado (el objeto, el concepto). También propone que la actividad
representacional es intrinseca a la actividad matematica misma dado que los objetos
conceptuales son abstractos y no se puede acceder a ellos sino a través de sus
representaciones. La actividad matematica misma es impensable por fuera de los sistemas
utilizados en la representacion. Aparece pues, una unidad indisoluble que plantea que los
sistemas de representacion 'representan' los conceptos matematicos, pero a su vez, los
conceptos matematicos se estructuran a partir de los sistemas de representacion. Esta
identidad hace que los sistemas de representaciéon jueguen un papel fundamental en los
procesos de aprendizaje de las matemaéticas. Adicionalmente, en el hacer matemaético, la
representacidn de unas estructuras por otras es una actividad natural y ha permitido enormes
desarrollos a las matematicas. Muestra de tal actividad representacional se puede ver en los
morfismos, en los isomorfismos, en las construcciones algebraicas, en las representaciones
geométricas, etc.

Conviene sin embargo aclarar que en ocasiones, cuando un concepto se trabaja a partir solo
de un registro, da origen a distorsiones en el tratamiento didactico de la ensefianza de las
matematicas, pues termina confundiéndose el representante con lo representado, y por ende,
desde esta perspe ctiva la experiencia matematica propuesta a los estudiantes es muy pobre.
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Dicho de otra manera, no puede asumirse que los sistemas de representacion sean neutros en
el aprendizaje de las matematicas. Esto es, no deben entenderse los sistemas
representacionales solo como una externalizacion de lo que esta en la mente, sino que se debe
asumir que la organizacién conceptual en la cognicién humana es el resultado de los sistemas
representacionales utilizados, y que por tanto, han moldeado la comprensién matematica
misma.

Asi pues, las experiencias de aula deben permitir al alumno construir significados a partir de la
interaccion con diversos sistemas de representacion. Pero esta interaccion no debe quedarse
en el acto de traducir de un sistema a otro. Se debe posibilitar, en términos de Duval (1999),
la coordinacion entre sistemas de representacion. Esta coordinacién debe entenderse como la
posibilidad de identificar los elementos estructurales que en un sistema de representacion
dado estan cumpliendo con la fu ncidén de la representacién, y ponerlos en relacion con los
elementos estructurales del otro sistema de representacion. Asi, se puede determinar c6mo un
sistema influye en el otro o viceversa, y co6mo, en su conjunto, determinan la pluralidad de
sentidos y significados para el o los conceptos matematicos representados.

Por ejemplo, en la enseflanza de la aritmética, el trabajo sobre la multiplicacion es presentado
de manera estatica por medio de un Unico tipo de representaciéon asociado al esquema de
suma de sumandos iguales. Por el contrario, si dicho trabajo se realiza desde el estudio de
situaciones matematicas enfocadas en la busqueda de relaciones multiplicativas a través del
cambio y la covariacion, se puede aprovechar la riqueza de las diferentes representaciones:
una simulacién, toma y organizacion de datos en arreglos tabulares, representacion grafica de
los mismos y busqueda de expresiones simbdlicas, y por lo tanto, la riqueza semantica
construida por los estudiantes es mas significativa.

Disefio de laexperiencia
En la experiencia se seleccion6 como muestra un grupo de grado séptimo de estrato

socioeconémico bajo, fundamentalmente 1 y 2. Con esta poblacién se realizo, previamente a
las situaciones planteadas, un trabajo centrado en el manejo basico de los programas
instalados en la calculara (Cabri, editor de datos, editor de funciones, home, etc). En general

las situaciones problemas fueron abordadas en pequefios grupos de tres o cuatro alumnos.

Las situaciéon problema propuesta al grupo fue la siguiente:

Una pista de carreras de autos tiene forma circular. Tres autos de marcas Toyota, Honda y
Mazda, inician la carrera desde la meta. Durante el desarrollo de la carrera se observa que el
carro Toyota siempre tarda 3 minutos en dar una vuelta, que el carro Honda siempre emplea 4
minutos en dar una vuelta y que el Mazda siempre tarda 6 minutos en dar una vuelta. La
carrera esta programada para 200 vueltas. ;en qué momento de la carrera los tres autos
vuelven a pasar de manera simultanea por la meta?.

La secuencia de ensefanza parte del principio de permitir el analisis de una misma situaciéon
problemética a partir de diferentes sistemas de representacion, y la coordinacion entre ellos.
Es decir, a partir de la informacion suministrada por un sistema de representacion, se
identifican aspectos estructurantes del concepto que estan presentes en otro y se reconoce
nueva informacion a partir del analisis de las representaciones.
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Asi pues, la situaciéon parte de un trabajo inicial con lapiz y papel que permite a lo s estudiantes
una primera aproximacioén a la situacion problémica propuesta. En este trabajo inicial se ponen
en juego sistemas de representacion numérica y tablas de datos.

Un segundo momento de la actividad se realiza con la ayuda del ambiente representacional
ofrecido con la calculadora TI1-92. De esta manera, en el Cabri se simula la situacion
problema [4] , y a partir de alli, aprovechando la ejecutabilidad de las representaciones
informaticas, se procede a analizar la situaciéon y a confrontar el trabajo realizado solo con
lapiz y papel.
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Figura 1: Pantalla del archivo de simulaciéon

En un tercer momento se sugiere a los alumnos llenar una tabla de doble entrada en la que se

consignen el tiempo y el nUmero de vueltas de cada auto. Estas tablas se realizan con lapiz y
papel y, en algunos casos con laayuda del archivo de simulacion.

Finalmente se utiliza la toma automatica de datos de la calculadora T1-92, para llenar las
tablas y se realizan las respectivas graficas cartesianas.

El trabajo realizado de esta manera permite que la situaciéon problema te nga en su desarrollo
mecanismos de validacion explicitos, de tal forma, que el estudiante pueda regresar sobre lo
realizado para confirmar o rechazar las hipotesis iniciales, y asi, mejorar, o incluso, trazar un
nuevo plan de accion. Ademas, esta estrategia de validacion, centrada en el trabajo del
alumno sobre la situacion, y no en la palabra del maestro, permite el desarrollo de formas y

estrategias de argumentacion, que al pasar por los diferentes sistemas de representacion
evolucionan en su estructura conceptual.

Resultados

Un primer resultado, fruto del trabajo realizado, tiene que ver con la capacidad de los alumnos
para organizar, analizar, sistematizar y obtener conclusiones a partir de la informacién
proveniente de la situacién problema.

A continuadén se muestran ejemplos de respuestas de dos alumnos en el trabajo inicial con
papel y lapiz, a partir de las cuales se hace el seguimiento llevado a cabo por ellos.

Alumno 1:
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Alumno 2:
Figura 2: Muestra del trabajo de dos alumnos

Como se puede observar, la segunda respuesta es cualitativamente mejor elaborada, no solo
porque llega a resultados correctos, sino porque la forma como organiza la informacién le
permite una exploracion sistematica de la misma, y por ende, obtener conclusiones acertadas
frente al problema. En contraste, la primera respuesta no solo lleva al alumno a conclusiones
equivocadas frente a la situacién, sino que el analisislo realiza desde su intuiciéon sobre el
movimiento (es mas, del movimiento en linea recta), sin incluir un analisis cuantitativo
soportado en la utilizaciéon de herramientas matematicas. Este tipo de respuestas, por demas
generalizadas en el grupo de alumnos, mostr6 que inicialmente no logran hacerse a una
representacion apropiada del problema, lo que los lleva a obtener dichas conclusiones.

Una vez se tuvo un primer contacto con la situacion de la manera antes descrita, se les
permitié abrir el archivo de simulacién del problema, en el Cabri GEométre de la calculadora
TI1-92, lo que les permitié a los alumnos avanzar en la exploraciéon del problema y por ende
ampliar la manera como lo habian resuelto inicialmente. Entre las nuevas estrategias estéa la
determinaddon de otros encuentros durante toda la carrera y la organizacion tabular de estos
datos, y quienes afirmaban que los tres autos no se encontraban, dada la interpretacion lineal
que habian hecho de la situacién, tuvieron la oportunidad de replantear sus hpoétesis.

La ampliacion de las estrategias de solucidon se explica a partir de que la utilizacion de la
calculadora para modelar la situaciéon de la carrera de los autos, permite a los alumnos
formarse una representaciéon visualmente mas clara de la situaciéon, y por tanto, apropiarse
de elementos para determinar los conceptos matematicos necesarios en la solucién de los
cuestionamientos que se les realizaron.

Posteriormente, llenar la tabla de valores tenia como principal objetivo explorar las
regularidades matematicas existentes entre el tiempo transcurrido de la carrera y el nUmero
de vueltas que ha dado cada auto, lo cual se hizo inicialmente con papel y lapiz. Ahora bien,
llenar la tabla de valores no fue un proceso facil. La principal dificultad se presenté en lo
relativo a cuantificar las fracciones de vuelta que lleva cada auto en aquellos tiempos en los
que no tienen un niumero entero de vueltas. Para estos casos, la utilizacion de la simulacién en
Cabri de la situacion fue una herramienta valiosa en el éxito final de la tarea.

Inicialmente la mayoria de los alumnos llenaron la tabla, llenando en algunos casos sélo
aquellos valores en los que el nimero de vueltas era entero, o bien ignorando la fraccién de
vuelta correspondiente a un tiempo que no corresponde a un numero entero de vueltas (como
se puede observar en la figura 3).
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Figura 3: Tabla sin considerar fracciones de vuelta

Obsérvese como este tipo de sistematizacion de la informacion en la tabla muestra que los
alumnos estan pensando en términos discretos, es decir en numeros naturales. Para ellos, no
hay una percepcioén clara de la continuidad del movimiento, y por tanto de las fracciones de

vuelta. En otras palabras, los nimeros racionales, para estos estudiantes practicamente no
existen.

Para ayudar a los alumnos en la construccion de una representacion mas clara de la situacion
en términos de numeros racionales, y no solo de nimeros naturales, se introdujo una
modificaciéon a la simulacién, de tal forma que mostrara tres radios de la circunferencia, de
extremos en los puntos que representan cada auto (figura 4).
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Figura 4: Pantalla del archivo de simulacién modificado

Este ingrediente nuevo en la simulaciéon doté a los estudiantes de ideas para pensar en la
existencia de fracciones de vuelta. Esto se evidencia en el afan por querer corregir su tabla
inicial, al relacionar esta situacion con las tradicionales tortas tan comunes en las clases sobre
numeros fraccionarios. Al menos asi lo revela la siguiente tabla:
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Figura 5: Tabla considerando fracciones de vuelta

Para esta nueva tabla, la utilizacion de la simulacién de la situaciéon en Cabri fue una
herramienta valiosa en el éxito final de la tarea.

Finalmente, la ultima parte del trabajo planteé un nuevo reto a los estudiantes: la construccidon

automatica de la tabla con la calculadora.
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Figura 6: Tabl

a de la calculadora

Lo novedoso para los estudiantes fue que los datos aparecian en notacién decimal, mientras
que las que ellos habian realizado manualmente quedaron en notacion fraccionaria. Esta
situacion permitio plantear reflexiones en torno a si ambos tipos de tablas arrojaban
informacioén diferente o no, sobre el problema. Después de largos debates, los alumnos
accedieron a una comprension de la equivalencia de la informacion presentada en las

diferentes tablas, y por ende, de las relaciones que existen e ntre las notaciones decimales y
fraccionarias para los numeros racionales.

En esta parte final del trabajo se realizaron las graficas cartesianas de las tablas de valores, y
se calcularon las ecuaciones de las gréaficas resultantes. Esto permitié confrontar los analisis
matematicos que habian realizado en las fases anteriores del trabajo.
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Figura 8: Andlisis de regresion
Conclusiones

La forma como los estudiantes se vincularon a la interacciéon con la situacion problema
planteada, deja ver cémo la calculadora se convirti6 en un mediador fundamental para
cualificar paulatinamente sus visiones frente a la interpretacion de la misma. La ampliacion de
datos en la estrategia de solucion, una vez abordada con lapiz y papel, es fruto de la
implementacion de la simulacion utilizada. Esta ofrecid a los estudiantes elementos para
mejorar las exploraciones ante un problema y por consiguiente contribuyé en b manera de
ampliar sus avances, esto es, les mejoré el radio de accién para organizar, analizar,
sistematizar y obtener conclusiones a partir de la informaciéon proveniente de las relaciones
conceptuales involucradas en la tarea matematica.

Los estudiantes pudieron replantear la tabla de tiempos versus nimero de vueltas con la
presencia de fracciones para aquellos tiempos en que no habia un ndmero entero de
vueltas; se puede observar que, mientras no se trabajé con la simulacion que mostraba los
segmentos de recta trazados desde el centro de la pista a los puntos que representaban a
los autos, los estudiantes no habian pensado en nimeros racionales. Solo se ocurri6 traerlos
de su esquemas a partir de la interactividad del software utilizado, el cual les permiti6
observar lo que ocurria en cuanto a la posicién de cada auto, al cambiar el tiempo. Esto es
una prueba mas de que las herramientas computacionales se estdn convirtiendo en
instrumentos mediadores para potenciar el desarrollo de competencias argumentativas en
los estudiantes y por consiguiente mejorar sus formas de comunicar ideas matematicas.
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El papel mediador de la tecnologia fue crucial en el cambio de estrategias de razonamiento de
los alumnos a través de la validacion de los resultados, ya que el pasar rapidamente de una
representacion a otra permitia problematizarlas, compararlas entre si y establecer las
relaciones de unas a otras. Asi, los alumnos, al tener herramientas de validacién intrinsecas a
la situaciéon problema, se ven obligados a centrar sus argumentaciones en los elementos
matematicos en juego y no en elementos externos a ella (como la palabra del maestro). Este
es sin lugar a dudas un avance significativo en la autonomia intelectual.

En suma, dos elementos fueron claves en los resultados obtenidos en la actividad desarrollada.
De un lado, el disefio de una situacion problémica que de manera explicita ofreciera la
posibilidad de ser tratada a partir de diferentes sistemas de representacion, y de otro, la
utilizacion de la mediacion interactiva de la calculadora TI1-92 plus, lo cual permiti6 a los
alumnos la confrontacion de lo realizado en cada parte de las actividades, y por ende, generar
andlisis centrados en conceptos matematicos. Ademas, la mediacién computacional, puso al
alcance de todos los estudiantes herramientas matematicas de analisis que, en condiciones
normales de la educacion tradicional, solo son posibles de utilizar en los niveles superiores.
Esto de alguna manera puede entenderse como una democratizacién al acceso del
conocimiento matematico.
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Uso de la medida en la solucién de problemas en entornos de la geometria Cabri
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Resumen. Se presentan algunos de los resultados de una experiencia de aula que se ocupa de
poner en conexon el proceso de resoluciéon de problemas con el pensamiento y el sistema
métrico, tal como se esboza en los lineamientos curriculares para el area de Matematicas. En
el proceso de incorporar paulatinamente el uso de tecnologia en la ensefianza de las
matematicas, en el contexto de la geometria Cabri, se estudia el papel de la medida en la
resoluciéon de problemas que involucran la construccién de figuras geométricas. A través de un
problema propuesto a un grupo de alumnos de noveno grado de Educacién Basica, de la
Normal Superior Farallones ubicada en la ciudad de Santiago de Cali (Valle — Colombia), se
pretende hacer visibles diferentes estrategias de resoluciéon y, a partir de estas ultimas, dar
cuenta de los diferentes usos de la medida.

Introduccion

Una preocupacion de la Didactica de las Matematicas es dar cuenta de como los aportes de las
Nuevas Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (NTIC), impactan los procesos de
ensefanza y aprendizaje y en particular la organizaciéon del curriculo propuesto.

Las propuestas curriculares recientes le reconocen a la tecnologia su importante papel como

herramienta potente para el aprendizaje de las matematicas (NTCM, 2000). Usando
calculadoras graficadoras y algebraicas, los estudiantes pueden explorar con rapidez
diferentes estrategias de resolucion de problemas, conjeturar, sistematizar informacion y
trabajar una misma situacién de tal manera que se articulen contextos donde intervienen
distintos tipos de representacién de un mismo objeto matematico.

En el proceso de la resolucién de problemas que forma parte de la estructura curricular vigente
en nuestro pais, se le concede un papel protagonico a las NTIC. Se hace pues necesario
disefar propuestas sistematicas de ensefianza y aprendizaje, que contribuyan a la
configuracion de una red estable de situaciones problema para potenciar la reorganizacion del
curriculo. Este articulo se ocupa de ilustrar dicho proceso en el contexto de la geometria
dinamica, se exploran las connotaciones que adquiere la medida cuando se usa en la
construccion de objetos geométricos. La situacion propuesta involucra las magnitudes
longitud (perimetro) y area, y se describen a partir de las estrategias espontaneas de
solucién, diferentes usos de la medida.

Marco teodrico

Investigaciones recientes (Laborde,1998) han puesto en evidencia que el computador es una
nueva modalidad para operar con los objetos matematicos y que al mismo tiempo permite
entender el cambio en la naturaleza de tales tratamientos. Por consiguiente, el disefio de una
situacion problema que se apoya en el ambiente del computador requiere del andlisis de la
naturaleza de los objetos mateméticos, las operaciones con tales objetos y los propdsitos
didacticos que determinan la situacion.

La introduccion de ambientes de geometria dindmica facilita el paso del dibujo al objeto
geomeétrico en la ensefianza de la geometria. En el caso particular de los ambientes tipo Cabri.
Diferentes investigadores coinciden en que estos ambientes, en particular Cabri, permiten
explo rar hipdétesis empiricamente, descubrir nuevas relaciones y pensar en su demostracion.
La tecnologia se emplea como una herramienta eficaz en el andlisis y uso de estrategias, lo
que permite precisar que, no es la tecnologia en si misma el objeto central de interés, sino el
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pensamiento mateméatico que pueden desarrollar los estudiantes bajo la mediacion de dicha
tecnologia (MORENO & WALDEGG,1999).

En el contexto de la resolucién de problemas Santos Trigo (1997) propone las siguientes
categorias, con el fin de estructurar un modelo de anélisis:

- Los recursos estan conformados por lo que un individuo sabe y por las formas en que
adquiere ese conocimiento.

- Los métodos heuristicos corresponden a las estrategias generales utilizadas en la resolucion
de un problema, como por ejemplos, el uso de analogias, la introduccion de elementos
auxiliares, cdémo se descomponen o combinan algunos elementos del problema, coémo se varia
el problema o el trabajo con casos especificos.

- El monitoreo es la forma en que el individuo usa la informacidn, escoge o toma las decisiones
acerca de un plan, selecciona metas o submetas, monitorea soluciones y revisa los planes
para abandonar una solucién.

En esta perspectiva se opta por el modelo de competencias propuesto por Puig (1996), en el
cual se le concede un papel esencial a la heuristica, reconociéndola como el estudio de los
modos de comportamiento ante la resolucién de problemas, teniendo en cuenta que los medios
de resolucién son independientes del contenido. Este modelo precisa lo que en los trabajos de
SCHOENFELD se describe en términos de “estrategias”, “procedimientos” o “heuristicas”, por
ejemplo, la buUsqueda de un problema relacionado, la elaboracion de una tabla, la
consideraciéon de un caso particular, etc. En estas intervienen las categorias que a
continuacién se precisan.

El modelo se estructura en torno a una lista de elementos abierta a distintas combinaciones.
Esta lista también puede reelaborarse como consecuencia de su uso en la descripcion de los
sujetos, en nuevas situaciones gque les conduzcan a nuevos usos, a nuevos sentidos o, nuevas
interpretaciones que no habian sido registradas aln en esa representacion local. Tales
elementos son los siguientes:

i) Destrezas con potencial Heuristico (DH) las cuales se refieren a aquellos tipos de
procedimientos que no tienen que ver con la transformacién del problema, como por ejemplo,
elaborar una tabla.

ii) Sugerencias Heuristicas (SH), es decir, aquel tipo de orientaciones que determinan la
direccion del trabajo sin referirse a un procedimiento concreto, como por ejemplo, buscar un
problema relacionado.

iii) Herramienta Heuristica (HH), referida a un procedimiento independiente del contenido a
partir del cual el problema dado inicialmente se transforma en otro, como por ejemplos,
consideracion de un caso, division del problema en partes, reformulaciéon, variacion parcial.
etc.

Otros componentes del modelo son: los métodos de resolucion con contenido heuristico (MH),
los patrones plausibles (PP), el gestor instruido (GIl) y la concepcién de que la resolucion del
problema se hace con fines epistémicos.

La medida en el ambiente Cabri

Los trabajos de investigacion consultados sobre la medida en el entorno Cabri (software de
geometria dinamica) han dado lugar a los siguientes resultados:
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En la perspectiva de resolucion de problemas se establece que los estudiantes de secundaria
resuelven problemas de prueba en ambientes de geometria computacional. El uso de la
medida les ayuda a confirmar las propiedades geométricas que ellos descubren, y las
mediciones les proporcionan fuerte evidencia para convencerlos de esas propiedades
(KAKIHANA, 1996).

La medida tiene una doble naturaleza cuando interviene en la resolucién de problemas. Se
reconoce la denominada medida exploratoria que juega un papel heuristico. Esta es
empleada por los alumnos comprometidos en un proceso de prueba que tiene lugar en un caso
particular y donde se recurre a evidencias visuales. La llamada medida probatoria se presenta
cuando tiene lugar una experiencia crucial caracterizada porque en ella el individuo somete a
prueba una proposicién. (VADCARD, 1999).

La medida en el ambiente Cabri guarda vinculos con la naturaleza de las construcciones con
regla y compas. Se identifican dos tipos de construcciones: las construcciones exactas que en
la geometria euclideana son independientes de la medida y se basan en propiedades de
perpendicularidad y congruencia; y en las que los Unicos instrumentos permitidos son el borde
de la regla no graduada y el compés. El segundo tipo de construcciones es el de las
construcciones aproximadas, en las que los alumnos recurren al tanteo y a la medida de
longitudes y angulos, (SANTINELLI & SINERIZ, 1998).

Dentro del enfoque analitico anterior, el estatus de la medida se determina a la luz de las
estrategias de resolucion en el ambiente Cabri. La medida adquiere la connotacién de nocién
paramatematica o herramienta en el sentido en que se hace explicito en la teoria de la
Transposicion Didactica (Chevallard,1991). Un desarollo particular de la anterior hipotesis,
permite afirmar como en la resolucion de problemas con tecnologia, el papel asignado a la
medida como herramienta esta determinado por el tipo de problema.

De esta manera en las exploraciones que se derivaron del disefio de otras situaciones y su

posterior puesta en escena en el aula, se han reconocido cuatro tipos de problemas que se
resefian a continuacion:

1. Aquellos cuyos procedimientos de solucion desencadenan el desarrollo de una
construccion geométrica.

2. Aquellos que se orientan a la demostraciéon de propiedades geométricas

3. Aquellos que involucran estrategias de resolucion en las cuales se recurre a la
aproximacion de magnitudes continuas (como longitudes, areas y volumenes).

4. Aquellos que se transforman por los efectos de una modelacién geométrica y se
expresan en un contexto de variacion. Este tipo de problemas puede convertirse en un campo
apropiado para involucrar magnitudes distintas a ks que se han trabajado hasta el momento,
como por ejemplo, el tratamiento de magnitudes fisicas.

La pregunta central que resulta de todo lo anterior es la siguiente: ;Cémo interviene la
medida en las heuristicas de la resolucion de problemas que involucran la construccién de
objetos geométricos en el contexto de la geometria Cabri?

Metodologia
En la experiencia de aula participaron 40 estudiantes de grado 9°, durante 6 sesiones de clase,

con una duracién de 1,5 horas y con una periodicidad semanal. Las competencias de la
situacion propuesta a los estudiantes, se expresaron en los siguientes desempefios: hacer uso
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de las posibilidades expresivas que brinda la calculadora para formular conjeturas y realizar
construcciones; explicar la invarianza del &area de figuras geométricas recurriendo a la
exploracion y sistematizar el conocimientos sobre los cuadrilateros.

Durante el desarrollo de las actividades en el aula de clase, se identificaron tres fases
distintas: la exploracion libre; la exploracién dirigida (con la intervenciéon del profe sor, y
utilizacion de una guia de trabajo y procedimientos de solucién, por parte de los estudiantes);
y la “institucionalizacién” de los conocimientos en juego. Este articulo solo se ocupara de
describir los eventos correspondientes a la primera fase, en la cual los estudiantes, a partir de
las interpretaciones del enunciado, ponen en juego estrategias espontaneas de solucion.

En el analisis del trabajo de los estudiantes se recurri6 a examinar las observaciones
efectuadas por el profesor y las filmaciones de cada sesion, las cuales fueron transcritas e
impresas. Una fuente adicional de informacién son los registros electronicos que generan los
estudiantes al utilizar el editor de la calculadora los cuales dejan constancia escrita de sus
estrategias de solucion.

El objeto de interés en la mediacién instrumental lo constituyen las competencias que
desarrolla el estudiante en la resolucidon de problemas no rutinarios. Esto se examina en las
heuristicas de los procesos de medida.

Antecedentes del Problema

La nedicibn de magnitudes como longitud, area y volumen en el ambito escolar, ha sido
identificada como uno de los temas criticos del curriculo en el drea de Matematicas. Esto se

evidencié en los resultados del Tercer Estudio Internacional de Mateméaticas y Gencias -
TIMSS - (MEN, 1997). Algo semejante sucede con los desempefios en mediciones dentro de
estrategias de solucion de problemas con NTIC.

El problema propuesto a los estudiantes en clase estuvo precedido de una serie de
actividades, enfocadas a adquirir destreza en la manipulacion de funciones basicas de la
calculadora cuando enfrentan situaciones como la construccion de triangulos y cuadrilateros
(cuadrados, rectangulos, paralelogramos). El tratamiento didactico del problema es distinto al
propuesto en varios de los textos que circulan en el &mbito escolar. El enfoque caracteristico
de los ejemplos y los ejercicios de estos textos, es el siguiente: uso rutinario de la formula,
predominio del calculo, predominio del tratamiento aritmético y en consecuencia, ausencia de
articulaciones explicitas entre los tratamientos geomeétricos y el de magnitudes. Es preciso
anotar que el problema tuvo como referente el libro ? de Euclides, en especial: el postulado V,
proposiciones 17, 37,38. Fue comunicado a bs estudiantes en dos versiones diferentes, la
primera: “Dividir un terreno que tiene forma de cuadrildtero, de tal manera que se obtengan
regiones triangulares con bases de igual longitud. ¢(Cuando son iguales las areas de regiones
triangulares?”. En este caso la soluciéon del problema, no es una construccion. No obstante los
alumnos en sus estrategias de solucién recurren a la construccion de un cuadrilatero para
ensayan la posible divisién de acuerdo con las condiciones dadas. A partir del enunciado, los
estudiantes hicieron sus respectivas interpretaciones y luego elaboraron sus estrategias de
solucion. La otra version del problema fue presentada en una fase posterior en los siguientes
términos: Dividir un cuadrilatero de tal manera que se produzcan superficies triangulares
cuyas bases satisfacen la propiedad de tener igual longitud y, las cuales se localicen sobre el
lado del cuadrilatero elegido como base. Esta actividad se adelanté de acuerdo con una
secuencia de situaciones cuyo proposito era clasificar los cuadrilateros formados por
triangulacién con una misma unidad de medida.

Resultados
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Se trata de poner en evidencia el uso de la medida en las estrategias de resolucion de
problemas. Se describen las estrategias de resolucion en términos de: recursos, componentes
del modelo de competencias: (DH, SH, y HH), y uso de la medida. Se presentan a continuacién
tres procedimientos.

El primer procedimiento consiste en lo siguiente: se traza el “cuadrilatero” (un paralelogramo)
y una de sus diagonales. Se observa un “paralelogramo” que queda dividido por su “diagonal”
en dos regiones triangulares. Se calcula el area de cada una de estas regiones triangulares;
pero no se tiene en cuenta que el calculo del area de una de éstas ya estaba dado mediante la
funciéon calcular area. Se concluye que los dos triangulos deben tener igual area. El
reconocimiento del hecho geométrico segun el cual, la diagonal divide a todo rectangulo en dos
regiones triangulares congruentes, es lo que los estudiantes constituyen en obgto de su
exploracion (ver anexo 1). Este es pues, el problema abordado por los estudiantes.
Potencialmente es uno de los posibles factores que permite la transformacion del problema
abordado por los estudiantes. En consecuencia, a luz del enunciado propuesto, se pone en
evidencia la transformacioén del problema que llevan a cabo los estudiantes, cuando optan por
explorar el mismo a partir de un cuadrilatero particular (lo que configura la herramienta
heuristica). La destreza heuristica tiene lugar en el procedimiento de trazar el dibujo de
manera que se tengan en cuenta las propiedades dadas en el enunciado del problema. La
medida es utilizada como parte de las estrategias de exploraciéon y como evidencia visual en
el contexto con el propdsito de verificar el hecho. El anexo 1 es diciente a este respecto:
“Como aqui ya existe 1.71cm2, ves, entonces el area de los dos triAngulos es la misma... son
iguales”.

El segundo procedimiento se orientd a explicar la igualdad de &areas en términos del
“paralelismo”.Los estudiantes dibujan un “cuadrildtero escaleno” utilizando la funcién poligono
de la barra de herramientas de la calculadora; se trazan las diagonales y se calculan las
areas. Mediante el arrastre de los vértices se manipula la figura hasta verse como un
“rectangulo” (ver anexo 2). Se llega a la conclusién de que las areas de las regiones
triangulares son iguales. Esta estrategia de solucién moviliza entre otros los conocimientos
siguientes: utilizacion de la funciéon céalculo del area de regiones tria ngulares; establecimiento
del paralelismo mediante las funciones como trazar poligono, aplicaciéon del arrastre,
verificacion de la propiedad. Con respecto a las destrezas heuristicas, hay que sefialar que el
enunciado inicial se plasma en un “dibujo Cabri”, el cual se transforma paulatinamente en una
“familia de cuadrilateros” mediante la accion del arrastre. Este se controla mediante el calculo
previo del area con el fin de poner en evidencia el paralelismo de los lados. Las herramientas
heuristicas en este procedimiento se aplican al analisis de un cuadrilatero en particular. El
problema de partida se transforma en la verificacién de la igualdad de &reas del “cuadrilatero
dibujado”; por medio de la medida y el arrastre; todo ello con el fin de visualizar la igualdad de
areas a partir del paralelismo de los lados. Asi pues, la medida juega un papel exploratorio.

En el tercer procedimiento se construye un “cuadrilatero” (rectdngulo) aplicando las
propiedades de perpendicularidad y paralelismo. Los dos estudiantes trazan la diagonal y
efectuan el calculo del “area de regiones triangulares”. Como parte del conocimiento formal se
requiere el reconocimiento de las propiedades de los cuadrilateros (Anexo 3). Los estudiantes
deben reconocer el hecho de que en un ectangulo los lados opuestos son paralelos y tienen
igual longitud. La destreza heuristica se observa en el “dibujo Cabri”, utilizando el arrastre
(Anexo 3), con la intencion de verificar la igualdad de las areas. Se observa asi la

transformacion en la naturaleza del problema, al otorgarle un nuevo papel a la medida. En
este caso en particular el arrastre permite un control sobre el “dibujo” dentro de una estrategia
exploratoria en la cual la acciéon de la medida contribuye a desarrollar un argumento por la via
visual. La medida obtenida es una herramienta que controla la igualdad de las areas mediante
la visualizacién de los numeros para algunos cuadrilateros. Esto puede interpretarse en el
sentido en que la medida cumple una funcidon exploratoria en las construcciones, con el objeto
de controlar la relacién entre las propiedades de dos figuras; pero como en esta situacion lo
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dominante es el “tanteo”, la medicion de &reas puede catalogarse de construccion
aproximada.

Las destrezas con potencial heuristico como uno de los factores caracteristicos de las
heuristicas, se hace manifiesta en la transformacion de informacién escrita a un dibujo Cabri,
en el cual se plasman ciertas condiciones o propiedades geométricas. Igualmente se hace la
traducciéon del dibujo al nimero. La herramienta heuristica dominante en los tres casos
anteriores, se caracteriza por el hecho recurrente de aplicarse a un
cuadrilatero/paralelogramo. De ahi que sea necesario promover en las estrategias de
enseflanza otras sugerencias heuristicas, como buscar un problema relacionado. Se registran
dificultades en el manejo de nociones como cuadrilatero y areas congruentes. No se hace uso
de la terminologia que se emplea convencionalmente en la geometria para designar elementos
de un cuadrilatero, como la diagonal y la base (Los estudiantes toman como base de la figura
la diagonal de un paralelogramo). En la mediacion instrumental y las competencias que se
ponen en evidencia en la resolucion de problemas, se logr6 detectar que los alumnos se inician
en la actividad de explorar a partir de la formulaciéon del enunciado. Su estrategia empieza por
construir aquellos cuadrilateros desarrollados en sesiones previas de trabajo: cuadrados,
paralelogramos, rectangulos.

Observaciones finales

Existe una tendencia en los alumnos a basar sus heuristicas para la resolucion de los
problemas en la observacién — e incluso en las caracteristicas propias del ambiente — cuando
se lleva a cabo la exploraciéon de una situaciéon problema. Los esquemas explicativos de los
alumnos se centran en la descripcion de sus construcciones. No en pocas ocasiones la
experiencia adquiere valor como "copia del modelo" dado por el docente. No obstante en el
proceso de exploracién, una vez comienzan a trabajar guiados por sus heuristicas, sus
caminos se ven enriquecidos por la estrategia de resolver casos particulares o argumentar en
torno a propiedades del objeto geométrico, lo cual los va conduciendo al ndcleo central del
problema. También se observa que en la descripcion de las estrategias espontaneas de
resolucion del problema propuesto son dominantes el uso de la medida exploratoria y de las
construcciones aproximadas. De ahi que éstas puedan considerarse, como indicadores del
estado de los procesos de exploracién y siste matizacion de los alumnos, y de estructuracién
de una red conceptual. Es posible pues tomar distancia de aquellos argumentos que, frente al
uso de la medida en este tipo de ambientes, condenan el uso de este tipo de funcién o, en su
defecto, favorecen las construcciones exactas y de la medida probatoria.
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Anexo 1

Los  alumnos trazan el cuadnldtero  (un
paralelograme)  luego  trazan  una  diagonal
(segmento  AC) que  posteriormente  sera
eliminada  Las dos regiones en que queda

dividide el  paralelogramo, les  permiten por e B
medio de la opcidn poligone construr  los
tridngulos ABC y ADC. A continuacién caleulan e AL 21D ra.

el area de una de las regiones (el tiangulo ABC)

Pero al itentar calcular el area de la segunda

m regién (el tnéngule ACLDY se ubican sobfe el
segmento Cotmti a amnbas regiones
tnangulares, pero en lugar de escoger el

D@‘?lcm! segundo poligono (en orden de construccidn
LAUE BbJETE? tnangule  ACDY)  puevamente  escogen el

a B primero. Ante la apancidén en la pantalla de la
calculadora del mensaje “Ya emste el objete”

IcmirmninTn los alumnos concluyen errdneamente que el

mstrumento, en este caso la calculadora esta
mdicande que los dos tnangulos tenen igual
area. En  dlbima mstancia el elemento  de
vahdacién es proporcionads por el ambiente.

Anexo 2
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En este caso, para garantizar que se realiza
correctamente la construccién del cuadrilatero,
se recurre al arrastre de la figura. Los alumnos
construyen un poligono (cuadrilatero escaleno),
trazan la diagonal y calculan las areas de las
regiones resultantes. Luego, mediante el
arrastre a partir de los vértices, manipulan el
dibujo hasta que lo pueden visualizar como un
rectangulo. Concluyen que las regiones
triangulares tienen igual area.

Anexo 3

La pareja de alumnos realiza la construcciéon
asegurandose que se mantengan relaciones de
perpendicularidad y paralelismo, lo cual revela

un acercamiento mas elaborado en la via de
distinguir entre un dibujo y una figura
geométrica. Uno de los alumnos sefala: “Yo

hice un cuadrilatero pero le hice que tuviera sus
lados perpendiculares y paralelos pero si se
deforma, el area del triAngulo de abajo deja de
ser igual al del de arriba, pero ya cuando lo
acomodamos para que los lados del cuadrilatero
sean paralelos y perpendiculares los triangulos
vuelven a tener la misma area

[E k T?'”JT?EE?T? E T?:a31gjgzrfgggﬁj;:g]

. 80cmt
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Son paralelos
Son perpendicul ares

At B wall Tl
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Ho son perpendiculares
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La transformacién de un problema, a partir del
potencial de la calculadora TI1-92.
Fabiola Rodriguez Garcia
Incorporaciéon Nuevas tecnologias al Curriculo de Matematicas, MEN
Instituto Pedagodgico Nacional, Bogota
Martin Eduardo Acosta Gempeler

Incorporacién Nuevas tecnologias al Curriculo de Matematicas, MEN

Resumen. En el presente articulo se describe la evolucidon de una actividad cuya
transformacién esta determinada por el potencial operativo y representacional de la
calculadora y por la necesidad de disefiar actividades de aula que permitan transformar las
acciones de los estudiantes en su hacer matemaéaticas, posibilitando la exploracion, el
planteamiento y verificacion de conjeturas, el trabajo con diferentes representaciones, la
generalizacion y la sistematizacion. De esta manera se ilustrara el uso de la calculadora
empleandola inicialmente como amplificadora en el tratamiento de algunos conceptos
matematicos y posteriormente como elemento reorganizador del desarrollo de los mismos.

Introduccion

Como parte del Proyecto de Incorporacion de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas,
el Ministerio de Educacion Nacional organiza peridédicamente seminarios de formacion de
docentes, en los que se profundiza en el manejo técnico de la ca lculadora T192, se discuten los
fundamentos epistemoldgicos y cognitivos del uso didactico de dicha herramienta y se
socializan los avances del proyecto y las dificultades encontradas. Estos seminarios han servido
para intercambiar puntos de vista, experiencias e inquietudes, lo cual ha contribuido a
enriquecer las concepciones de los maestros participantes acerca del proyecto mismo, de las
matematicas, de su ensefianza, de su aprendizaje y de la utilizacion de la tecnologia en dichos
procesos.

En uno de los primeros seminarios, en los que se pidié a los participantes de las diferentes
regiones compartir las actividades propuestas a los alumnos, un docente del departamento de
Cordoba dio a conocer el siguiente problema: Un vehiculo A viaja a 30 Km/h y 100 Km atras
otro vehiculo B viaja a 40Km/h. Si la via fuese recta y los vehiculos no se detuvieran ¢Al cabo
de cuanto tiempo alcanzard el vehiculo B al vehiculo A? A partir de esta situacion la actividad
propuesta consistia en calcular la distancia entre los modviles en diferentes momentos y
generalizar este proceso para encontrar la expresién algebraica que relaciona el tiempo y la
distancia. La calculadora se emplea para graficar dicha expresion. Debido a que en esta
propuesta de actividad la capacidad de la calculadora no se aprovecha suficientemente, surge
la idea de enriquecer las posibilidades de exploracion de la situacion y su tratamiento
didactico, aprovechando el potencial de esta herramienta.

En este articulo nos proponemos mostrar como, durante el desarrollo de los diferentes
momentos en la solucién del problema, el trabajo continuado con la tecnologia hizo evolucionar
nuestra manera de concebir sus posibles usos y como una apropiacion de las posibilidades de
la misma, amplia el universo de actividades que propician la exploracién y la sistematizacion.
En esta descripcion se ilustrara la evoluciéon del uso de la calculadora empleada inicialmente en
la realizaciéon de calculos y de gréaficas y finalmente en la construccion de una simulacion.
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Se adjuntar4d como anexo a este articulo, una propuesta de actividad para realizar con
estudiantes de secundaria, cuyo propésito es modelar la simulacion del movimiento de tres
aviones que viajan siguiendo rutas paralelas, lo cual dard lugar al estudio de diversas
funciones. Con esta actividad se pretende igualmente realizar un primer acercamiento a las
ideas de velocidad instantanea y velocidad media, a través de la exploracion de los objetos
presentes en la simulacién, de las relaciones entre ellos y de la sistematizacion de las
observaciones y los resultados.

Marco Teorico

Una de las tesis planteadas en el marco tedrico del proyecto, se fundamenta en el hecho de
que la tecnologia pone a disposicion de los alumnos y de los profesores nuevas formas de
expresion, a través de las cuales puede construirse el sentido del quehacer matematico y
pueden desarrollarse los principales conceptos que forman el cuerpo de las matematicas.

Diversas investigaciones han mostrado que la presencia de las tecnologias informaticas en
el curriculo de matemaéticas, no solo contribuye al enriquecimiento del tratamiento de los
contenidos, sino que posibilita una re -organizacion del conocimiento de los estudiantes. Es
posible que el uso sostenido de la herramienta desemboque en cambios a nivel de bs
estrategias de solucién de problemas, en cambios a nivel de la manera misma como se
plantea el problema. En otras palabras, puede ocurrir que el pensamiento matematico del
estudiante quede afectado radicalmente por la presencia de la herramienta (Moreno 2002).

Para lograr este efecto reorganizador del conocimiento de los estudiantes, debe tenerse
presente que las innovaciones exitosas tendran la capacidad de erosionar los curriculos
tradicionales, en la medida en que se conozca y se adquiera un buen manejo de las
potencialidades de las herramientas y en la medida en que se alcance la comprensién sobre
el conocimiento producido con la mediacion de las mismas (Rojano y Moreno 1999). En
este sentido, el desarrollo de estrategias como la modelacion y la simulaciéon, ofrecen la
posibilidad de constituirse en estrategias novedosas que permitiran impactar el curiculo y
producir cambios en la construccion de conocimientos matematicos.

La modelacion es el proceso de interpretacién y captura de las variaciones de un fenémeno a
través de la busqueda de leyes generales que permitan explicarlo y realizar predicciones sobre
el mismo. De acuerdo con Vasco (2000), en la modelacion se trata de utilizar funciones
conocidas, otras ya inventadas pero desconocidas, asi como otras nuevas que se van a
inventar para simular, representar o modelar procesos reales que estdn ocurriendo en el
mundo. Se trata de capturar sus variaciones por medio de modelos matematicos de distintos
tipos para poder seguirlos, hacer simulaciones y predicciones e intentar controlarlos y
modificarlos. Un modelo, segun Duarte (1997), es una representacion formal de un proceso o
de un fendmeno a través de expresiones cualitativas o cuantitativas de las relaciones entre
variables que describen el proceso o fendmeno, expresiones que son susceptibles de
manipular. A través del modelo se puede explicar el fendbmeno y se hace posible predecir
situaciones para generar nueva informacion.

Lo que caracteriza la simulacion, segun Duarte, es una representacion visual de un fenémeno o
proceso con mayor o menor fidelidad perceptual. L as simulaciones estan construidas sobre
modelos matematicos del fendmeno, que al ser traducidos a la maquina producen una
impresion de realidad y guardan una apariencia perceptiva muy cercana al mismo. Este
atractivo visual se constituye en una fuente interesante de exploracion didactica que a su vez
permite extraer informacion del fendbmeno a través de relaciones, mediciones, variaciones,
comparaciones, etc., que pueden ser matematizadas, construyéndose asi un modelo
matemético muy cercano al fenédmeno real. En este sentido, una actividad de simulacién se
constituye en una situacién problemética que parte de un fenémeno fisico y que propone su
estudio desde el punto de vista matematico para producir un modelo del mismo.
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Duarte afirma que la utilizacién de ambientes de modelacién puede potenciar dimensiones
del acto de comprender, una vez que el profesor pueda utilizarlos facilmente para:

Solicitar a los alumnos un analisis del mis mo modelo en contextos diferentes
Describir verbalmente los modelos

Identificar analogias

Corregir modelos incorrectos

Prever la influencia de variables del modelo.

De otra parte, una modelacibn computacional permite al alumno familiarizarse con los
aspectos formales de los procesos y de los fendmenos. Debido a que los objetos sobre la
pantalla son producidos y controlados desde el universo interno de la herramienta
computacional [...], podremos afirmar que estos objetos sobre la pantalla son modelos
manipulables de objetos matemaéaticos. Estos modelos contribuyen a una mayor interrelacion
entre la exploracién y la sistematicidad ya que ofrecen mayor capacidad de calculo, mayor
poder expresivo y flexibilidad en la transferencia entre sistemas de representacion. (Moreno
2002). Por lo tanto, si en tareas que combinan procedimientos de simulacion y modelacion
se incluye el analisis numérico, algebraico y grafico de los datos tomados de una construccion,
se posibilitan tanto los procesamientos al interior de cada registro como las conexiones entre
ellos, facilitando asi la comprension de los conceptos matematicos en juego.

La situacion
El problema a desarrollar es:

Un vehiculo A viaja a 30 Km/h y 100 Km atras otro vehiculo B viaja a 40Km/h. Si la via fuese

recta y los vehiculos no se detuvieran ¢Al cabo de cuanto tiempo alcanzara el vehiculo B al
vehiculo A?

Evolucién del desarrollo de la actividad
Primera aproximacion:

La actividad propuesta consistia en encontrar, utilizando lapiz y papel, la expresion algebraica
que relaciona la distancia entre los madviles en funcién del tiempo y posteriormente emplear la
calculadora para realizar la grafica producida por esta expresion.

Las acciones puntuales que se espera que los estudiantes realicen, son:
- Calcular la distancia recorrida por cada moévil al cabo de una hora.
- Calcular la distancia entre los modviles al cabo de una hora.

- Describir lo que sucedi6 a la media hora y predecir lo que sucedera al cabo de una
hora y media, de dos horas, de tres horas, etc.

- Determinar la distancia de los mdviles al cabo de cada uno de los intervalos de tiempo
anteriores.
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- Encontrar una expresion general que permita calcular la distancia entre los mdviles en
un tiempo determinado.

- Introducir la expresion algebraica en el editor de funciones de la calculadora (figura 1)
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Figura 1

- Seleccionar una ventana apropiada para visualizar la grafica producida por esta
expresion, de manera que se observen los cortes con los ejes (figura 2)
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Figura 2

- Observar la gréafica y la tabla producidas por esta funcién y analizarlas a la luz de la
situacion (figura 3).
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Figura 3

Esta es una actividad tipica que ilustra el uso inicial de una nueva herramienta tecnoldgica,
como elemento amplificador. La calculadora es empleada solo al final del proceso y es usada
para realizar calculos dispendiosos, verificar respuestas a operaciones realizadas con lapiz y
papel y visualizar las representaciones grafica y tabular de una funcién. No se evidencia su
potencial transformador del tratamiento de los contenidos ni se explota su capacidad
tecnoldgica. AUN asi, su uso propicia un analisis mas amplio de la situacién al realizado con
lapiz y papel.
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Segunda aproximacion

Con el fin de favorecer un analisis cualitativo propio de la exploracién y evitar un tratamiento
algebraico desde el inicio de la actividad, se concibié la primera modificacién de la situacion en
la que entra en juego la modelacion geométrica del problema en el programa CABRI, utilizando
la relacion entre las velocidades de los moéviles.

Construccioén de la simulacién

Debido a que existe una distancia inicial entre los méviles, el movimiento de cada uno de ellos
se representara sobre dos semirrectas diferentes pero concurrentes y con la misma direccion y
sentido (figura 4).

=
semirrecta scbhre senirrecta sobre
la que 3¢ nueve B la que se muewve A
+
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Figura 4

De acuerdo con los datos de la situacion planteada, la relacién entre las velocidades de los

Va3
moviles es de %, es decir Yz 4 . En consecuencia la relaciéon entre las distancias es también
543 3
. g 4 e Sa T 5% ., .
de 34, es decir “2 , lo cual significa que 4 ” | Esta relacién se tendra en cuenta para

representar las posiciones de los moviles. (Para ello se determinan los puntos medios del

segmento OB y se considera el punto equivalente a los % de OB ) (figura 5)
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Figura 5

Ya que el mévil A se mueve sobre la segunda semirrecta, debe transferirse alli la distancia
recorrida por él. De esta manera cada movil queda representado por puntos que se mueven
sobre una semirrecta. El movimiento de uno de ellos (A) dependera del movimiento del otro
(B) en la proporcion ¥. (figura 6)
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Figura 6

Teniendo en cuenta los datos del problema y considerado la equivalencia de 2 cm por 100 Km,

la presentacion del archivo para ser trabajado con los estudiantes puede presentarse de la
siguiente manera (figura 7):

Hil PG AR FENC

Figura 7

Actividad para los estudiantes

Con esta representacion del fendmeno que se puede interactuar con los objetos presentes en
la simulacién. Se puede mover el punto que representa el moévil B y observar qué sucede con
el moévil A. La actividad de los estudiantes girard entonces en torno a las siguientes acciones:
- Observacioén y descripcion del fenédmeno.

- Prediccion de la distancia entre los mdviles en diferentes momentos.

- Descripcion de la relacion de la distancia entre los moviles a medida que B se mueve.

- Prediccion del tipo de grafica que se producira al relacionar la distancia entre los
moviles.

- Toma automatica de los datos en una tabla a partir de la simulacién del movimiento
(figura 8).
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- Andlisis de los datos arrojados en la tabla.
- Confirmacion de algunas hipotesis.

- Visualizacién de la gréafica de nube de puntos producida por los datos (figura 9).

|v1§—- Zrzi;n Trr;cn F‘#I::: aphhgghll:l:*l;u .? ir!.
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Figura 9
- Descripcion de la gréfica a la luz del fenédmeno simulado.

- Prediccion de la funcién que mejor relaciona esta nube de puntos (en un intervalo
determinado).

- Céalculo de la expresion algebraica de dicha funcion (en un intervalo determinado).
- Verificacion de las estimaciones.
- Analisis de la grafica de la funcion.

En este nuevo planteamiento de la actividad hay un cambio radical tanto en el disefio de la
misma como en el tipo de acciones que debe realizar el estudiante. Se evidencia desde el
comienzo el papel protagénico de la calculadora y con la simulacion se propicia el estudio del
fendmeno a la luz de la situacion real.

Sin embargo, la simulacion del fenémeno presenta debilidades ya que el movimiento de uno
de los puntos esta en funcidon del movimiento del otro y el tiempo es una magnitud cuya
presencia no se hace evidente.

Esta dificultad lleva a experimentar mas con la calculadora para lograr una mejor
representacion de la situacion y enriquecer su potencial didactico, sin perder de vista las
posibilidades de exploracién y sistematizacion de la misma.

Tercera aproximacion

En esta tercera version se enriquece la simulacion por medio de la introduccién deltiempo
como variable independiente. En efecto, en Cabri es posible animar un nimero y realizar
célculos a partir de él, creando asi una simulacion del transcurso del tiempo. Teniendo en
cuenta que ademas podemos efectuar calculos utilizando este numero y transferir esas
medidas a objetos geométricos de la pantalla, podemos hacer la simulaciéon de dos puntos que
representan el movimiento de los moviles.

La simulaciéon consiste entonces en definir un nUmero t que representard el tiempo en horas, y
con base en él calcular las distancias recorridas por cada avién: t*40 y t*30. Sin embargo,
como tenemos una restricciéon de tamarfio en la pantalla, y teniendo en cuenta que las medidas
se hacen en centimetros, debemos hacer un ajuste de escalas para representar los 100 km de
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distancia que separan a los aviones. Tomemos por ejemplo la escala 1cm

100km. Esto

quiere decir que 1km=0,01cm, lo cual significa que nuestras ecuaciones se convierten en t*0,4

y t*0,3+1 (figura 10)
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Al igual que en la actividad anterior, esta simulacién permiteplantear una primera fase de

exploraciéon de la simulacion a nivel perceptivo, seguida de una fase de exploraciéon

cuantitativa. Pero su perfeccionamiento permite una manipulaciéon mas controlada sobre el

tiempo como variable independiente.

Con el uso de la herramienta tecnoldgica se facilita la recoleccion de los datos y la

manipulacién de los mismos en tablas y gréaficas (figura 11), lo cual nos permite seflalar una

relacion bastante aproximada entre ellos; las conclusiones respecto al fendmeno estudiado no

se limitan a la apariencia perceptual, sino al analisis de toda la informacién obtenida en los

diferentes sistemas de representacion. Para este caso, por ejemplo se pueden analizar las

tasas de cambio entre las variables relacionadas y qué significa que sean o no constantes.
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Una vez comprendido el principio de construccion de la simulacién, es posible simular distintas
variaciones del problema: si los méviles se mueven con velocidades variables, si viajan en
sentidos opuestos, con rumbos diferentes, si parten de sitios diferentes, etc. Estas son
algunas alternativas de variacién que se constituiran en una buena oportunidad para el estudio
de diferentes funciones.

Como fruto de este trabajo surge una propuesta de actividad para los estudiantes, la cual se
encuentra en el taller 7 de este documento de memorias.

Conclusiones

- El analisis detenido de la situacion problematica propuesta inicialmente, la exploraciéon
continlia y sistematica de las potencialidades de la calculadora y el estudio sobre sobre el
conocimiento producido con la mediacién de esta herramienta, permitieron un redisefio de la
situacion ofreciendo un tratamiento novedoso y mas amplio al problema, tanto en sus
posibilidades de exploracién como en la matematizacion del fenémeno.

- P ara producir una simulacién es necesario comprender el fendmeno y comprender el
modelo matemético del mismo.

- La evolucion en la construccion de la simulacién depende del grado de apropiacion del
potencial técnico de la calculadora y amplia la gama de posibilidades de uso didactico.

- El tipo de actividades que se propone a los estudiantes con la simulacién del
fendbmeno, pretende romper con la concepcion del uso de la calculadora tnicamente como
verificadora de respuestas o graficadora de funciones y dimensiona su uso, propiciando el
desarrollo de habilidades matematicas en la exploracion, el planteamiento y la verificacion de
conjeturas, el trabajo con diferentes representaciones, la generalizacion y la sistematizacion,
para lograr una modelacién cercana al fenémeno.
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E xplorando simetrias con Cabri
Carmen Toscano Toscano
Colegio Antonio Lenis, Sincelejo -Sucre

Resumen. El presente trabajo muestra la experiencia realizada con alumnos de grado
séptimo del Colegio Antonio Lenis de Sincelejo, con quienes se realizé una actividad disefiada
con el propésito de identificar las propiedades fundamentales de la simetria central utilizando
la calculadora Tl 92 y el software Cabri. La posibilidad de intervenir sobre las figuras
empleando los recursos del sofware, asi como las preguntas formuladas por la profesora para
suscitar un conflicto cognitivo, fueron fundamentales para comprobar los invariantes que
caracterizan la relacién geométrica en estudio.

Introduccion

Con el énfasis en la introduccion de la matematica moderna en los curriculos escolares de los
anos setenta, la geometria fue una de las ramas de la matematica que se descuid6 en la
practica escolar, tanto en el panorama internacional, como en el nacional. Afortunadamente
esta situacion ha venido cambiando y en las reformas curriculares de los afios ochenta y
noventa se reivindica su papel, como un area fundamental para el desarrollo del sentido
espacial y del razonamiento deductivo. Asi, en los Lineamientos Curriculares para el Area de
Matematicas formulados por el Ministerio de Educacion Nacional de Colombia se reconoce que
para organizar un curriculo en un todo armonioso, se debe privilegiar entre otros, los
conocimientos basicos que tienen que ver con procesos especificos que desarrollan el
pensamiento matematico, como por ejemplo el pensamiento espacial.. Sobre éste ultimo se
propone hacer énfasis en una geometria activa como una alternativa para restablecer el
estudio de los sistemas geométricos como herramientas de exploracién vy representacion del
espacio (MEN, 1998). La idea es hacer una geometria mas dinamica, es decir, no sélo
contemplando estaticamente las formas de las figuras sino estudiando prioritariamente los
fendmenos de movimiento o de transformaciones de las figuras asi como de sus propiedades
geomeétricas.

El hecho de sugerir la exploracion activa del espacio abre puertas al estudio de las
transformaciones geomeétricas, como operaciones que dan lugar a relaciones geométricas
fundamentales. Asi por ejemplo, la congruencia puede verse como el producto de una
isometria y la semejanza como el resultado de una homotecia. Al estudiar las operaciones
geométricas que subyacen a una relacion, se propicia la interiorizaciéon de dichas relaciones
pues la conceptualizacion se logra a partir de las acciones sobre y en el espacio, de los objetos
geomeétricos intervinientes.

En este contexto de geometria dindmica es posible aprovechar los recursos tecnolégicos
disponibles para la ensefianza, tales como el programa Cabri Gémetre, disefiado de tal forma
que permite manipular las representaciones de los objetos geométricos para transformar de
manera continua las construcciones creadas y estudiar los invariantes de las relaciones
geométricas en estudio. En este articulo presentamos una experiencia de aula, con alumnos
de grado séptimo, tendiente a explorar los invariantes de una de las isometrias: la simetria
central. Alrededor de una tarea propuesta, se explotan las conjeturas formuladas por los
alumnos para enriquecer sus ideas acerca de dicha relacibn. Se muestra como va
evolucionando el concepto de simetria central, al aprovechar el papel mediador

proporcionado por el software Cabri Géomeétre incorporado a la calculadora TI 92, para
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explorar activamente propiedades geométricas como la equidistancia de puntos simétricos
respecto a un eje y la colinealidad de un punto, su simétrico y el centro de simetria.

Referentes tedricos

El marco conceptual de referencia para el presente estudio estd basado en la fundamentacion
conceptual del proyecto desarrollado por el Ministerio de Educacion “Incorporacion de Nuevas
Tecnologias al Curriculo de Mateméticas de la Educacién y Media” en el cual el Colegio Antonio
Lenis participa desde marzo del afio 2001. Principalmente dos aspectos son tenidos en cuenta:
(i) la ejecutabilidad de las representaciones del software Cabri Géometre incorporado a la
calculadora TI92, instrumento de mediacién utilizado, y la construccion de ambientes de
aprendizaje a partir de un ambiente de situaciéon problema.

Con respecto al primer aspecto, Moreno y Lupiafiez (2000) plantean que la importancia de las
herramientas computacionales para la educacion matematica esta asociada a su capacidad
para ofrecernos medios alternativos de expresion matemética que permiten formas
innovadoras de manipulaciéon de los objetos matematicos. ElI ambiente de aprendizaje
proporcionado por Cabri GEomeétre posee caracteristicas como la capacidad de arrastre de las
figuras construidas, que propician la busqueda de relaciones geométricas invariantes. Esta
caracteristica hace que el medio simule una “actividad cognitiva” que sin estos recursos era
privativa de los seres humanos.

Por ejemplo, al tener la posibilidad de manipular dos figuras geométricas, una de las cuales
es construida como imagen de la otra por una simetria central, el estudiante puede observar
como, sin su intervencion directa, la figura obtenida por simetria se modifica de tal forma que
cada punto y su simétrico quedan equidistantes del centro de simetriay este a su vez resulta
ser el punto medio del segmento formado por un punto y su simétrico. La exploracion respeta
explicitamente las reglas sintacticas del medio ambiente, en este caso de la geometria de las
transformaciones, y la ejecutabilidad de las representaciones hace de estos medios parte
integral de los recursos intelectuales y expresivos. Genera una forma de realidad virtual
asociada a los objetos conceptuales de las matematicas, que posibilita traerlos, virtualizados
ya, a la pantalla en donde podemos manipularlos con amplitud y reconocer sus invariantes
(Moreno, y Lupiafiez, 2000).

En un ambiente de aprendizaje, sin embargo, no es suficiente con disponer de instrumentos
con el potencial descrito en el parrafo anterior. El empleo de estos recursos debe ir
acompafado de las interacciones sociales adecuadas para el desarrollo conceptual;
particularmente las confrontaciones provocadas entre los alumnos o entre ellos y el profesor se
reconocen como de gran interés didactico. Un tipo de interaccidon propuesto por Brousseau
(1986) es el de situacion problema, como punto de partida de una actividad de aprendizaje. A
partir de una actividad en la que se ponen en juego los conocimientos que los alumnos deben
aprender, la situacion problema se convierte en el detonador de la actividad cognitiva. Para
que esto suceda debe tener las siguientes caracteristicas:

debe involucrar implicitamente los conceptos que se van a aprender.

debe representar un verdadero problema para el estudiante, pero a la vez, debe ser accesible a él.
debe permitir al alumno utilizar conocimientos anteriores.

debe ofrecer una resistencia suficiente para llevar al alumno a poner en duda sus conocimientos y
proponer nuevas soluciones.

debe contener su propia validacion.

La puesta en duda de los conocimientos genera un conflicto de naturaleza cognitiva en el
alumno, que lo lleva a tomar conciencia de respuestas contradictorias que lo incitan a dudar de
la suya. Esto, sumado a la oposicion que tenga de parte del profesor o del grupo escolar, se
constituye en un conflicto socio-cognitivo, aspecto que se ha puesto de relieve con el
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advenimiento de las corrientes psico - sociales del desarrollo cognitivo. Segun estas corrientes,
el aprendizaje se logra principalmente mediante las confrontaciones de las acciones o de las
ideas, entre las personas. La oposicidn social de puntos de vista caracteriza al conflicto socio
cognitivo y es el pivote de la interaccion didactica efectiva (Moreno y Waldegg, s.f.)

En sintesis, con el apoyo de los recursos de mediacién que brinda el software Cabri GEéomeétre
instalado en la calculadora Tl 92 y con un ambiente de interacciéon social que favorezca el
conflicto cognitivo a través del intercambio de opiniones, es posible generar una situacién de
aprendizaje a partir de la exploracion consciente de las propiedades invariantes de una
relacion o transformacién geométrica.

Una mirada a la actividad con los alumnos

La actividad se organizé alrededor de una exploracion del concepto de simetria central,
utilizando la calculadora Tl 92. A continuacion se muestran ejemplos de la interaccion didactica

llevada a cabo, en donde se observa la evolucién conceptual lograda a partir de la interaccion
con el software y de las preguntas dirigidas por la profesora.

Inicialmente se solicité a los alumnos construir dos puntos Ay O, utilizar la opcién Simetria

del menu de opciones del programa Cabri Géométre, para aplicar la simetria a A, respecto de
0O, y explicar lo que observaban.

Algunos alumnos tomaron la palabra y explicaron que observaban la aparicion de un nuevo
punto (figura 1):
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Figura 1

Al: Lo que yo observé es que cuando pulsamos primero A y luego O sale de repente otro
punto.

A2: Nosotros también.
A3: Aparece otro punto idéntico, a la izquierda y en la misma direccion

Esta ultima intervencion fue aprovechada por la profesora para orientar la discusion, hecho
que da lugar a la siguiente conversacion:

P: ¢Qué significa en la misma direccion?

A3: Lo que quiero decir es que si trazaramos una recta, estaria en la misma direccion que el
punto O. Es decir, el punto nuevo esta en la misma recta. Ademas tienen las mismas
longitudes.
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P: Llamemos B al punto simétrico. ;Puedes explicarte mejor?

A3: Entonces digo que A, B, y O estan en la misma recta y las longitudes de los segmentos AO
y OB son iguales.

P: ¢Estan todos de acuerdo? ;Qué pasa si movemos el punto A?
A4: Nos podemos dar cuenta que el punto B se mueve también.

A5: Yo observo que si se mueve A hacia arriba, B se mueva hacia abajo; es como un sube y
baja.

A3: Si, se mueve al contrario, porque tiene que quedar sobre la misma recta.

A6: Yo observé que las distancias siguen siendo iguales. Por ejemplo, a mi me dio 1,66 cm,
pero yo subo el punto A, el nimero aumenta pero sigue siendo iguales los dos (figura 2).

l.66Cm ESTE HUMERD

1.7

HMAIN DEG RFFEOY FLUKC HMAIW DEG AFFEON FUMC

Figura 2

A5: Aunque aumente o disminuyan las distancias se van a mantener iguales.

P: Si unimos con un segmento los puntos Ay B, ;donde esta ubicado exactamente el punto O?
A7: En medio.

En las exploraciones iniciales los estudiantes parecen haber identificado las propiedades
invariantes de la simetria central: la equidistancia de un punto y su simétrico al centro de
simetria y la colinealidad de los tres puntos. La profesora intenta entonces lograr un consenso
acerca de estas. Para ello, pregunta:

P: De acuerdo con lo que han observado, ¢cuales podrian ser las condiciones para que un
punto sea el simétrico de otro punto?

Ante la pregunta surgen diversas respuestas, pero todas referidas a la equidistancia del centro
de simetria a los puntos, sin llegar a concretar exactamente las condiciones. Por ejemplo, “un
punto es simétrico de otro si queda a la misma distancia”, “un punto es simétrico de otro si
estd a la misma longitud del punto O”.

Como todos parecen estar de acuerdo, la profesora utiliza un contra ejemplo, para suscitar un
conflicto cognitivo y retomar la discusion:

P: Miremos el siguiente ejemplo (figura 3). Ustedes acaban de afirmar que para que dos
puntos sean simétricos, las distancias al centro de simetria deben ser iguales. ;Sera que B es
el simétrico de A?
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Figura 3
A4: No, por que no estan sobre la misma linea.

A3: No por que no estan en la misma direccion.

A8: El punto B deberia estar en la misma direcciéon de A. Suponiendo que el punto O sea el
centro de simetria. Si trazaramos una linea deberian quedar en linea.

Nuevamente la profesora retoma las palabras de los alumnos y ademés induce la formulacién
de conjeturas, al pedir una prediccién que anticipe un “comportamiento” de la figura:

P: ¢Qué quieres decir con “la misma direccién”. ;Dénde deberia estar B, segln tu?

A3: Supongo que el punto B debe estar por aca (sefala el sitio en forma correcta), porque si O
es el centro de la simetria y trazamos una linea por Ay O, B debe quedar en la misma linea.

A7: Es que si movemos el punto A, se ve que B no es el simétrico porque no queda alineado.
Asi como lo tiene O no es el punto medio del segmento  AB. La profesora no utilizd la
herramienta simetria.

P: ¢Pueden precisar mejor las condiciones que me habian dicho antes? ;cuéles podrian ser las
condciones para que un punto sea el simétrico de otro punto?

Al: un punto es simétrico de otro si queda a la misma distancia y si los tres puntos quedan
sobre la misma linea.

Se llega a un acuerdo general sobre esta condicidon. La profesora plantea ahora otra pregunta,
que motiva la formulacién de una nueva conjetura: Si aplicamos la simetria central a un
objeto, como quedaria su imagen?

Una estudiante dice que probablemente quedara como una fotocopia del primero y otra
asegura que la imagen quedara como si se viera la primera en un espejo. La profesora
propone hacer la construccion de un triangulo y observar si los alumnos tienen la razén. La
exploracion realizada sobre una figura como la nUmero 4, lleva a la siguiente conversacion:

COW KRESFECTO A EXTE OEJETO

HMAIM DEG AFFRON FLUMC

100



Congreso Internacional:
Tecnologias Computacionales en el Curriculo de Matematicas

Figura 4

P: Ahora que hicieron la construccién, ;qué pueden concluir?

A4: Yo observo que se forma otro triangulo idéntico al primero, pero al revés.
P: (,Cémo asi al revés?

A5: Si, mire, qued6é como si le hubiera dado una vuelta de 180°. O es el centro de simetria y
queda como si hubiera dado la vuelta alrededor del punto O.

A6: No es como un espejo porque no saldria al revés, sino en la misma posiciéon. En cambio
acd, es com o si hubiera ido dando vueltas y vueltas.

P: ¢Como lo comprobamos?
A2: Haciendo la rotacion.
Para finalizar la sesion la profesora pide algunas conclusiones del ejercicio:

A10: Hemos aprendido sobre simetria. Para hacer una simetria se necesita mas de un punto,
porque uno es el centro de simetria.

A6: Hemos aprendido que hay unas condiciones para que un punto sea simétrico de otro: al
trazar una linea por el punto y su simétrico, el centro de simetria queda en la mitad, y a la
misma distancia de ambos puntos.

A4: Yo aprendi que en la calculadora ya existe una herramienta para no tener que medir sino

que la usamos para construir puntos simétricos a otros y hacer muchos disefios. Yo la usé para
hacer este (figura 5).

OO RLEHICTE @ D570 BT
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Figura 5

En sintesis, a medida que se hacian preguntas se fue logrando la conceptualizacién de lo que
es una simetria central, inicialmente en una forma intuitiva, luego con mas argumentos. El
software Cabri Géomeétre actué como socio cognitivo, permitiendo la generacion del significado
de la simetria central. El contraejemplo presentado sirvié para concentrar la atenciéon en los
invariantes del concepto. Las respuestas dadas por los alumnos son una muestra de la
comprension del tema sin pensar en una formalizacion del mismo, que es objeto de estudio en
Cursos superiores.

Conclusiones

En la actividad se pudieron observar res momentos fundamentales en la conceptualizacion
geométrica. La primera consiste en la construccion de una figura (en este caso puntos y
tridngulos). La segunda consiste en visualizar todo lo que es posible en esta figura
aprovechando la posibilidad de manipulacién de las construcciones y la tercera consiste en el
razonamiento, todo esto “acompafiado de instrumentos de control que suministra el medio
dinamico Cabri, como la medicién y verificacién de propiedades” (Moreno, 2000)

El ambiente proporcionado por Cabri Géomeétre permitié a los alumnos la identificaciéon de
propiedades y la reflexion acerca de las preguntas hechas. Es decir, el ambiente actu6é como
mediador en la formulacién de preguntas, a la vez que aportd herramientas para explorar
dichas preguntas, situacién un tanto dificil de obtener cuando trabajamos en un ambiente con
papel y lapiz, puesto que el dibujo es una representacion estatica que no permite percibir si las
propiedades se mantienen cuando varia uno de los componentes de la figura.

El tipo de actividad desarrollada contrasta fuertemente con las actividades comunes en nuestra
escuela donde se hace énfasis en el dominio de algoritmos. En contraposicion, hoy dia se trata

de que los alumnos tengan la posibilidad de explorar, reflexionar y construir invariantes para
generar conocimiento matematico y desarrollar habilidades matematicas.
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[4] Como se realizo la modelacion del problema paso a paso: Después de varios intentos de
modelacion se llego a la siguiente, la cual es interesante por su sencillez. a Dibuje una
circunferencia y mida su longitud. b- Dibuje un punto sobre esta circunferencia (este punto
serd la meta). c- Utilizando edicibn numérica, escriba cualquier nimero (por ejemplo 2.5). Este
nuamero representa el tiempo transcurrido de carrera. d- Divida la longitud de la circunferencia
entre 3, 4, 6. Los valores obtenidos expresan las velocidades de Toyota, Honda, Mazda
respectivamente. e Multiplique cada una de las velocidades de los autos por el tiempo. Cada
uno de estos valores expresard la distancia por cada auto (suponiendo que el movimiento
fuera linea recta). f- Transfiera la distancia recorrida a partir del punto de meta. Los puntos
obtenidos representan a cada uno de los autos en carrera.
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